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A. FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA 
ANALITICA PLANA 


CAPITULO I 


METODO DE COORDENADAS 


$ 4. Coordenadas de un punto 


4”. Se denomina método de coordenadas el procedimien- 
to empleado para determinar con ayuda de números la posi- 
ción de un punto con relación a los ejes de coordenadas. 

El eje de coordenadas es una recta (en la figura 1, Ox), 
en la que se tiene: 

1) un punto O, origen de coordenadas; 

2) una direccion positiva (en la figura 1, de izquierda a 
derecha); 

3) una unidad de medida de los segmentos l, llamada 
también unidad de escala. 

La distancia de cualquier punto M del eje al origen O 
(el segmento OM) puede ser medida con la unidad estable- 
cida l, es decir, quedará ex- 


presada por un número. o 4 5 

A este número se le pone Lo x 
el signo “más”, si la dirección EA 
desde el origen O hasta el Fig. 1 


punto M coincide con la 
dirección positiva del eje, y se le coloca el signo “menos”, 
en el caso de que sea opuesta a la dirección positiva del 
eje. De este modo, a cada punto M del eje de coordenadas 
le corresponde un número determinado. Á este número se 
le llama coordenada del punto M. Debe señalarse que la 
coordenada del origen O es igual a cero. 

Recíprocamente: a cada número real le corresponde en 
el eje de coordenadas un punto cuya coordenada se expresa 
con este número, conforme a la unidad de medida dada. 
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2. Dos ejes de coordenadas Ox y Oy, perpendiculares 
entre sí, que se cortan en un punto O (fig. 2), forman 
un sistema de coordenadas rectangulares, o cartesianas *. 

La dirección positiva de cada eje aparece indicada en 
la figura con una flecha. 

Los ejes Ox y Oy dividen el plano en cuatro regiones, 
llamadas cuadrantes, y están numeradas como sigue: el 
ler cuadrante es la parte del plano entre +0x y +0y; 


Y E) Y (+, =) 


Fig. 2 Fig. 3 


el 2%, entre +0y y —Ox; el 3”, entre —Ox y —Oy, y el 
4”, entre —Oy y Ox. 

Para determinar por medio de números la posición 
de un punto Á en el plano respecto al sistema de coorde- 
nadas dado (fig. 3), se baja desde el punto A una perpendi- 
cular AM al eje Or y otra perpendicular AN al eje Oy. 
Los puntos M y N de intersección de estas perpendiculares 
con los ejes Or y Oy respectivamente, se denominan proyec- 
ciones del punto A sobre los ejes de coordenadas. Sea el 
número x la coordenada del punto M en el eje Ox, y el núme- 
ro y, la coordenada del punto N en el eje Oy. 

Definición. El número x, que es la coordenada de la 
proyección del punto A sobre el eje Ox, se llama abscisa del 
punto A. El número y, que es la coordenada de la proyec- 
ción del punto A sobre el eje Oy, se llama ordenada del pun- 
to A. 


* El sistema de coordenadas rectangulares fue denominado cat- 
tesiano en honor al matemático francés René Descartes, que fue el 
primero que publicó (año 1637) un trabajo de geometría analítica, 
en el que exponía la idea fundamental de ésta, consistente en que una 
ecuación en la que figuran x e y determina una línea. 
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De acuerdo con esta definición, el eje Ox se llama eje 
de abscisas, y el eje Oy, eje de ordenadas. 

Abreviando: si el punto A tiene las coordenadas x e y, 
se indica punto A (x, y), con la particularidad de que la 
abscisa se coloca en primer lugar, y la ordenada, «en 
segundo. 

En dependencia del cuadrante en que se encuentre el 
punto A, se determinan los signos de su abscisa y su orde- 
nada. En la fig. 2 se indican los signos de la abscisa y de 
la ordenada para cada cuadrante, conviniendo en que el 
primer signo es el de la abscisa, y el segundo, el de la 
ordenada. 

Si el punto A se encuentra en el eje Oz (Oy), su orde- 
nada (abscisa) será igual a cero. 

3”. Con arreglo al procedimiento indicado, para cada 
punto del plano pueden ser determinadas sus coordenadas. 
Viceversa: por medio de las coordenadas dadas puede ser 
encontrado el punto en el plano. Por ejemplo, (—3; 5) 
son las coordenadas del punto R. Tomando desde el ori- 
gen O tres unidades de escala, a la izquierda, por el eje 
Ox, y cinco unidades hacia arriba, por el eje Oy, obtene- 
mos en el eje Ox el punto P, y en el eje Oy, el punto Q 
(fig. 3). Y trazando las rectas PR y QR, paralelas respecti- 
vamente a los ejes Oy y Oz, se obtiene en su intersección 
el punto buscado R (—3; 5). 

4”. Las coordenadas x e y del punto A en el plano son 
números iguales a las razones que forman respectivamente 
los segmentos OM y ON con la unidad de escala. Tomando 
para los dos ejes como unidad de escala la longitud del 
segmento l, tendremos: 


OM ON 
o (1) 


Estas razones suelen abreviarse así: 
x=0M, y=0N, 


donde en este caso OM u ON no representan el segmento 
orientado OM u ON, sino el número que lo mide, siendo 
1 = 1, tomado con signo “más” o “menos” según la direc- 
ción del segmento. "Tal notación, además de su simplicidad, 
es cómoda porque así las coordinadas x e y adquieren una 
representación gráfica. 


$ 2. Suma de dos segmentos orientados 


En la geometría analítica, los segmentos se caracteri- 
zan no sólo por su longitud, sino también por su dirección. 
Cuando en dos segmentos: 1) las rectas, determinadas por 
sus segmentos, son paralelas o coinciden, 2) las direcciones 
desde los orígenes de los segmentos a sus extremos son las 
mismas (o contrarias), se les llama igualmente (o contra- 
riamente) orientados. 

Al designar los segmentos orientados por medio de dos 
letras, la primera indica el origen del segmento, y la segun- 

da, el extremo. Los segmentos 


A B ce D AB y BA tienen igual longitud, 
A A pero dirección contraria: 
A B D 
AAA AB= —BA. 
a) 

A 2 »o£ En algunos casos la dirección 
A 5 pe de un segmento se señala con 
A ——— una flecha colocada al final de 

b) éste (fig. 4, a y b). 
] Para obtener la suma de dos 
Fig. 4 segmentos igualmente o contra- 


riamente orientados AB y CD 
(fig. 4, a y b), hay que colocarlos en una línea recta de tal 
modo que el origen del segundo segmento, el punto C, 
coincida con el extremo del primer segmento, el punto B. 
Entonces, el origen del primer segmento, el punto A, 
y el extremo del segundo, el punto D, constituirán el 
origen y el extremo del segmento, equivalente a la suma 
de AB y CD: 


AB+CD=AD. 


$ 3. La distancia entre dos puntos 


1”. Se denomina magnitud de un segmento, situado en 
un eje de coordenadas, al valor de su longitud, tomado con 
signo “más”, si la dirección del segmento coincide con la 
dirección positiva del eje, y con signo “menos” en caso de 
que sea opuesta a la dirección positiva del eje. 

Teorema. La magnitud de un segmento, situado en 
el eje de coordenadas, es igual a la diferencia de las coorde- 
nadas del extremo y del origen del mismo, es decir, si el origen 
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y el exteremo del segmento M,M> tienen las coordenadas 
%, y La (Ó y, € yo), se tiene: 


M¡M,=x¿—%1 Ó (M,¡M2=y2— ya). (1) 


Demostración. Hay seis casos posibles de ubicación de 
los puntos M, y Ma entre sí y respecto al origen O (fig. 5). 

Según la regla de la adición de los segmentos orientados ten- 
dremos: 

en los casos I y II, 


OM,+ M¡M,=0Ma, 
de aquí que 
M,¡M¿=0M2—0OM,. 


Pero OM,¡=: 1, y OM>3= to, por lo tanto en ambos casos resultará 


M¡M)¿= 19—14; O Mo Ma 
en los casos III y IV, 3 
M4 0M= Md la 
Pero M¡0= —0OM,= — 21, OM2= to 
por lo que po e A 
M¡M>3=t9—12y; Ma 0 M, 
en los casos V y VI, — > ]/ 
M¡M3+ M30 =Mjy0; M Mm 0 Y 
——_—_—_A—_— 
de donde resulta que 
0 Mo MM, 
M,M,¿=M,¡0—M93O0, — o —e e > Y] 
Ó ; 
Fig.5 


M,¡M3=0M>3—0OM,. 
puesto que M¡0=-—OM, y M20=-—OM>. Pero como OM3=x02 
y OM¡= xy, se tiene 
M¡M¿= 13— ty. 

En el caso particular, cuando el origen del segmento coincide 
con el de coordenadas (x, = 0), la fórmula (1) muestra que la magnitud 
del segmento es la coordenada de su extremo. 

_ 2 Ejemplos. 1. La magnitud del segmento que tiene como 
origen y extremo los puntos M, (3; 0) y Ma (5; 0), es 
M¡M,=5-—3=2. 
2. Si los puntos M¿(—-3; 0) y M2(—5; 0), se tiene 
M¡M>3= —5—(—3)= —5+43=-—2, 


3. Si los puntos My (0; —2) y Mz (0; 3), se tiene que MM», = 
=3-(2)=3+2=5. 
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S.Corolario. La magnitud del segmento AB 
(fig. 6), que es paralelo al eje de las abscisas (o de las ordenadas) 
es igual a la diferencia entre las abscisas (ordenadas) del 
extremo y del origen del segmento, es decir, 


| AB==23—z1, ó AB=y2—ya | (1) 


En efecto, si de los puntos dados bajamos las perpen- 
diculares AM,, y BMo, al eje de abscisas (fig. 6, a) o al 
eje de ordenadas (fig. 6, b), vemos que el segmento AB 


Fig.6 


tiene la misma longitud que el segmento M,M, (como 
lados opuestos de un rectángulo) y que está igualmente 
orientado, es decir 


AB =M¡M,=x3—21 (6 y2— ya). 


4”. Si nos interesa solamente la longitud del segmento 
AB, siéndonos indiferente su dirección, el número obtenido 
por medio de la fórmula (I) hay que tomarlo en su valor 
absoluto, o sea, 


| long. de AB=|x3—x,] 6 long. de AB=|y2—yil. | (la) 


5”. Si el segmento AB no es paralelo a ninguno de 
los ejes de coordenadas, se entiende que su magnitud es 
igual a la longitud del mismo. 

Problema. Hállese la distancia entre los puntos 
A (x,, y1) y B (22, Y»). 

Solución. De los puntos A y B (fig. 7) se bajan 
las perpendiculares AM, y BM; al eje Ox, y las perpendi- 
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culares AN, y BN, al eje Oy. Prolongando AN, hasta la 
intersección con BM», de acuerdo con el teorema de Pitá- 
goras tendremos en el triángulo ACB: 


AB=V AC2+CB?. 


Pero las longitudes de AC y CB son respectivamente 
iguales a |x2—x1| y |y2—Y1l. 
Colocando estos valores bajo el radical se obtendrá: 


AAA: 0 


es decir, la distancia entre dos puntos dados es igual a la 
raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las diferen- 
cias entre las coordenadas homóni- 
mas de estos puntos. 

6”. Según la fórmula (IL), la 
distancia del punio A(x, y) al 
origen de coordenadas O (0, 0) es 
OA =V (x — 02+ (y — 0), o lo que 
es lo mismo 


| OA =V 224 y, 


es decir, la distancia de un punto 
al origen de coordenadas es igual a la raíz cuadrada de la 
suma de los cuadrados de las coordenadas de este punto. 


(UD 


Fig. 7 


7, Ejemplos. 1. Hállese la distancia entre los puntos A (—4; 
3) y B (0; 6). 
Solución. Según la fórmula (II) 


AB=V (049247 (6—3)2= Y164-9=5. 

2. Determínese un punto equidistante de los puntos (0; 0), 
(7, 7) y (8; 0). 

Solución. Sean zx e y las coordenadas del punto que se 
busca. La distancia desde el punto (x, y) hasta el primer punto 
dado es igual a Y /12+y2; hasta el segundo, V(z— 72 + (y +2; 
hasta el tercero, O +y?. Según lo convenido, todas estas 


distancias son iguales; el primer radical lo igualamos sucesivamente 
al segundo y al tercero: 


VETR=VG= TGF, 
VATR-VE=3TFR 
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Elevando estas ecuaciones al cuadrado y abriendo los paréntesis 
después de reducir los miembros semejantes, se obtiene el sistema de 
ecuaciones z — y = 7 y x= 4. Sustituyendo en la primera ecuación 
la z por 4, tendremos que y = —3. El punto buscado es (4; —-3). 


$ 4. División de un segmento proporcionalmente 
a una razón dada 


17. Problema. Conociendo las coordenadas X,, Y, 
del punto A (fig. 8) y las coordenadas xs, y» del punto B, 
hállense las coordenadas x, y, 
de un tercer punto C, que 
divide al segmento AB de tal 

2, AC , 
modo que la razón TÍ % igual 
al número l. 

Solución. Desde los 
puntos A, B, C se trazan las 
rectas AM,, BM, y CM pa- 
ralelas al eje Oy. Estas rec- 
tas cortan los segmentos AB 
y M,M; en partes proporcionales: 


Fig.8 


MM AC 
MM) "TB" (1) 


Pero de acuerdo con la fórmula (I) M,M = zx — ty» 
MM,=2—%, y = =%A (según lo convenido). 


Sustituyendo estos valores en la proporción (1) ten- 
dremos: 


T— Lg _ 


Ta— 


Despejando la x en esta ecuación, resultará: 


_ +42 
E a (IV) 

Trazando desde los puntos A, B y C rectas paralelas 
al eje Ox, análogamente a lo expuesto, resultará: 


Yy +A 
y = 4d. (IV) 
2”. Ejemplo. Hállense los puntos que dividen en tres partes 
iguales el segmento limitado por los puntos A (4; —3) y B (—5; 0). 
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Solución. Supongamos que € y D (fig. 9) son los puntos 
buscados en el segmento AB. Se tiene 


ac 4 AD 
TB 72 Y DB 


Por lo tanto, al buscar las coordenadas de los puntos € y D por 


=2. 


medio de las fórmulas (IV), hay que tomar a A equivalente a 3 Para 


el punto C, e igual a 2 para el punto D. Sustituyendo 1, = 4, y¡ = 


=-3, 12 = —5, ya=0, Ak=>$> Áp = 2, se tiene: 
a+ 5-5) —34+5-0 
e O E 
MES SEN 
DET 2; I1D= "1327 = dos 


Los puntos buscados son: C (1; —2), D (—2; —1). 

3”. Si el punto C divide > e SernentO AB por la mitad, 
entonces AÁC=CB y Aih= = 1, y las fórmulas (IV) 
toman la siguiente forma: 


A C D B 
as a y y= YY y (v) A > $ 
4. Nota. El punto de ELE 


división C puede encontrarse en 

la recta AB y fuera del segmento AB; en este caso se dice 
que el punto C divide a la recta exteriormente; en este 
caso los segmentos AC y CB son de sentidos opuestos, A es 
un número negativo y las fórmulas (IV), conservan su 
forma. 


$ 5. Angulo formado por una recta y el eje 


1”. Definición. Se llama ángulo formado por la 
recta AB con el eje Ox (fig. 10) a aquel ángulo mínimo en el 
que hay que hacer girar la dirección positiva de eje Ox en sentido 
contrario al de las agujas del reloj, para que coincida con la 
recta AB, o sea paralela a ella. 

En las figuras 10 a y b, este ángulo es xCB. 

2. Problema. Hállese el ángulo formado con el eje 
Ox por la recta que pasa por los puntos A (x,, y,) y B (tz, ya)- 
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Solución. Supongamos que la recta AB forma con 
el eje Oz un ángulo CB, igual a y (figs. 11 y 12). Tracemos 
AC|| Ox y BC || Oy hasta su intersección en el punto C. 


Fig, 10 


Las coordenadas del punto C son zz e y;. 
Traslademos el triángulo ABC hasta que su vértice 4 
coincida con el origen de coordenadas O. Entonces el 


C(Xogj1) 


A(T, >Y1) 
Fig. 11 


triángulo ocupará la posición OB,C, (figs. 11 y 12) 
ZTOB,=/120B=p. 
La tangente del ángulo zOB, es (por definición) la razón 
de la ordenada del punto B, a su abscisa, es decir, 


Ci¡B 
te p= DC, ; 


Ya que 
CB, =CB =Y2—Y1» 


OC,= AC =x,—1i, 


se obtiene 


tot | (VID 


Lo — Xy 


La fórmula (VI), en particular, es válida cuando los 
puntos A y B están situados en una recta paralela al eje de 
las abscisas, o en el propio eje. 


C(Zar41) 
Fig. 12 


En este caso, 


Ya=Yw Ya—Yy1=0, 


Si AB es paralela al eje de las ordenadas, entonces 
L¿=%1, 1,—1,=0, 


Ya—y 
teo 


es decir, que tg q no existe. 


3”. Ejemplo. Hállese el ángulo que forma con el eje Oz 
la recta que une los puntos 4 (—2; 1) y B (2; —3). 
Solución. Haciendo en la fórmula (VI) las sustituciones 


14 = —2, 12 = 2, yy=1, ya = —3, tendremos: 
—3—-1 
lora eee did 
p= 135, 


45 


$ 6. Condición de paralelismo y de perpendicularidad 


En este párrafo se trata de las rectas que no son para- 
lelas al eje Oy. 

17. Definición. La tangente del ángulo que forma 
una recta con el eje Ox se llama coeficiente angular de la 
recta, o también inclinación de la recta respecto al eje Ox. 

2. Si ABI||CD (fig. 13), los ángulos q y a, que for- 
man las rectas AB y CD con el eje Ox, son iguales (por 
ser “correspondientes”). 

Por lo tanto 


te p=tgau. (VID 


La condición de paralelismo de las rectas consiste en que 
los coeficientes angulares de estas rectas son iguales. 


Fig. 13 Fig. 14 


3”. Supongamos que AB | BC (fig. 14) y que la recta 
AB forma con el eje Ox un ángulo igual a y y la recta BC, 
un ángulo igual a q. 

Tracemos del origen de coordenadas O unas rectas OA” 
y OC”, paralelas a AB y BC respectivamente. Entonces, 
p es también el ángulo en el cual hay que hacer girar Ox, 
en el sentido contrario a las agujas del reloj, para que 
coincida con OA”, y a es el ángulo en el que Ox tiene que 
girar del mismo modo para que coincida con OC”, Como 
OA” 1 OC', la diferencia entre p y a es 90": 


p—a=090%. 
De donde: 
p=90*--u, 


tg p = tg (90 + a) = —ctga= — 


tgoa 
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Por consiguiente 


1 


> — ue (VII) 


La condición de perpendicularidad de dos rectas consiste 
en que los coeficientes angulares son recíprocos en valor y de 
signo contrario, 


Nota. Las igualdades (VII) y (VIII) son condiciones necesarias 
de paralelismo y de perpendicularidad de rectas. Se puede demostrar, 
aplicando la fórmula (X XV), que estas condiciones son también sufi- 
cientes. 
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CAPITULO II 


LA RECTA 


$ 7. Concepto de la ecuación de la línea. 
Objeto de la geometría analítica en el plano 


1”. Supongamos que la línea está definida en el plano 
por las propiedades de sus puntos *. Estudiaremos esta 
línea en el sistema de coordenadas cartesianas x0Oy. Por 
las propiedades de los puntos que definen a la línea dada, 
se puede hallar la relación entre las coordenadas x e y de 
sus puntos y expresar la línea por una ecuación que relacione 
las coordenadas x, y de sus puntos. Aclaremos esto con 
ejemplos. 

Ejemplo. 1. Expresar por medio de una ecuación el 
lugar geométrico de los puntos en el plano, equidistantes de los 
puntos A (2; 8) y B (5; 3). 

Solución. La planimetría enseña que el lugar 
geométrico de los puntos equidistantes de dos puntos dados 
A y B (fig. 15) es la recta MN, perpendicular al segmento 
AB, que pasa por su punto medio C. 

Tomemos en la recta MN un punto cualquiera Q, cuyas 
coordenadas sean (x, y). Las distancias del punto Q a los 
puntos dados A y B se determinan por medio de la fór- 
mula (11): 


AaQ=V (124 (y 89, BQO=V(1—5+(y—3), 


y como, según los datos del problema, estas distancias son 
iguales, es decir, AQ= BO, se tiene 


V (2-22 (y —8)=V (1—5)?+ (y— 3). (1) 


* La línea como concepto matemático pertenece al grupo de los 
conceptos más difíciles de la matemática. Nosotros nos basamos aquí 
en aquella noción elemental de líneas dadas en la escuela media como 
lugar geométrico de puntos que poseen una determinada propiedad. 
Los interesados en el concepto de línea, pueden consultar el libro de 
A. S. Parjomenco “Qué es la línea”. Edit. Gostejisdat, 1954. 
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Si el punto Q (xr, y) se desplaza por la recta MN, los 
valores de x e y varían, pero en una proporción tal que 
no se altera la igualdad dada (1). De este modo, la igual- 
dad (1) representa una ecuación 
que es satisfecha por las coor- 
denadas de todos los puntos 
de la recta MN sin excepción. 
Al mismo tiempo, a esta igual- 
dad no satisfacen las  coor- 
denadas de ningún punto del 
plano que no esté situado en 
la recta MN. En efecto, si 
el punto Q se encontrara fuera 
de la recta MN, no estaría 
a la misma distancia de los 
puntos A y B, AQ X+B0Q, 
y se alteraría la igualdad (1). 

Elevando al cuadrado ambas partes de la igualdad (1) 
y abriendo los paréntesis, tendremos: 


2?—4x 444 y?— 16y + 64= x?—10x + 25 + y? —6y +9, 


(0) 
312—5y+17=0. (2) 


Una ecuación respecto a x e y se llama ecuación de la 
línea dada si la satisfacen las coordenadas x, y de todos los 
puntos de la línea dada y sólo de 

Ay éstos. 

La ecuación (2) se llama ecuación 
de la recta MN ya que la satis- 
facen las coordenadas de todos los 
puntos de la recta MN y sólo de 
éstos. 

Ejemplo 2. Escribir la 
ecuación de una circunferencia de 
radio r, con centro en el origen de 
coordenadas (fig. 16). 

Fig. 16 Solución. Se fija en la 
circunferencia un punto arbitrario M 

y se designan sus coordenadas por zx, y. Por la definición 
de la circunferencia, la distancia de todo punto de la 
circunferencia al origen esigual a r. La distancia del punto M 
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(x, y) al origen 0 es Vx? + y? (fórmula III). Por con- 
siguiente, 


Vi T=r, o yy=n, 6) 


Las coordenadas de todos los puntos de la circunferen- 
cia dada, y sólo de éstos, satisfacen a la ecuación obteni- 
da (3), (ya que para cualquier punto (xr, y), que no pertenece 
a la circunferencia dada, 1? +4 y? X< r?), 

La ecuación x? | y? = r? se llama ecuación de la cir- 
cunferencia con centro en el origen de coordenadas. 

2. Para la designación de una ecuación de dos varia- 
bles x, y, se emplea el símbolo F (x, y) = 0, (que se lee: 
“efe de x y de y es igual a cero”). 

En el sistema de coordenadas cartesianas x0Oy cada 
par de números reales x, y determina un punto en el plano, 
y la ecuación F (x, y) = 0 en general determina el lugar 
geométrico de todos aquellos puntos, cuyas coordenadas 
x, y satisfacen a la ecuación F (x, y) = 0. 

La ecuación F (x, y) =0 se llama ecuación de la línea 
dada en el plano x0y, si la satisfacen las coordenadas x, y de 
todos los puntos de la línea y solamente de éstos. 

3”. En el curso general de geometría analítica en el pla- 
no hay dos problemas fundamentales: 

1) dada una línea, definida geométricamente por las 
propiedades de sus puntos, hallar su ecuación; 

2) dada una ecuación F (x, y) = 0, la tarea consiste en 
estudiar la ecuación, y determinar la forma de la línea, 
como lugar geométrico de todos aquellos puntos del plano 
xz0y, cuyas coordenadas satisfacen la ecuación dada. 

En geometría analítica estos problemas se estudian 
para un grupo restringido de líneas, precisamente sólo 
para líneas, cuyas ecuaciones son de primero o segundo gra- 
do respecto a 2, y: 


Ar+By+C=0, (4) 
Ax? + Bxy+-Cy2+ Dx + Ey+F=0. (5) 


La línea cuya ecuacion es algebraica se llama línea 
algebraica, y el grado de su ecuación se llama orden de la 
línea (se supone que la ecuación es reducida a la forma racio- 
nal y entera con respecto a zx, y). 

La línea (4) es de primer orden, y la (5), de segundo orden. 
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El contenido básico del curso de geometría analítica 
en el plano es el estudio de las líneas algebraicas de primero 
y segundo orden aplicando el método de coordenadas 
y medios algebraicos. 


$ 8. La ecuación de la recta 
en función del coeficiente angular 


1”. Teorema. Toda recta se representa por una ecua- 
ción de primer grado, respecto a las coordenadas variables. 

Demostración. 41t'" caso. La recta MN 
(fig. 17) no es paralela al eje Oy. 

En este caso la recta MN corta el eje Oy formando con 
el eje Ox un ángulo q + 907. Sea la ordenada del punto de 
intersección de MN y Oy igual 
a b. Fijando en la recta MN un 
punto cualquiera Q (zx, y), y em- 
pleando la fórmula (VI) resulta 


te p="2, de donde y= 


xtep + bd. 
Suponiendo que tg p = k se 


tiene 
y =kz 4D, | (1X) Fig. 17 


es decir, una ecuación de primer grado respecto a las coor- 
denadas variables z e y. 

A esta ecuación satisfacen también las coordenadas 
(0, b) del punto B, que es el punto de intersección de la recta 
MN con el eje Oy. En efecto, sustituyendo en la ecuación 
(IX) x por cero y y por el número b, se obtiene la identidad: 


b=b. 


Pueden darse tres casos particulares, 

1. Si la recta MN pasa por el origen de coordenadas O 
(fig. 18), la ordenada del punto de intersección de ésta 
con el eje Oyb = 0 y la ecuación (IX) toma la forma: 


| y=kx. | eS) 


Satisfacen a esta ecuación las coordenadas de todos los 
puntos de la recta MN, y entre ellas, las del origen (0; 0). 
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2. Si la recta MN es paralela al eje Ox (fig. 19), es 
decir, el ángulo p =0 y k =tgq =0, la ecuación (IX) 
toma la forma: 


y=b. (XD 


En la igualdad (X1) no figura la x. Sin embargo, expre- 
sa la correlación entre x e y: a cada valor de x, es decir, 


Fig. 18 Fig. 19 


a cada punto de la recta paralela a Ox, la ordenada es igual 
a b, y viceversa: cada punto del plano, cuya ordenada es 
igual a b, pertenece a esta 
recta. 

3. Si la recta coincide con 
el eje Ox, sustituyendo en la 
ecuación (XI) b=0, se obtiene 
la ecuación del eje de las abs- 


cisas: 
ly= o.| (XD) 


caso. La recta MN 
F g. 20 es paralela al eje0Qy 
(fig. 20). 
Supongamos que la abscisa del punto de intersección 
de ésta con el eje Ox es igual a a. La ecuación de tal recta es 


| z=a, | (XII) 


En efecto, la abscisa de cada punto de la recta paralela 
al eje Oy (es decir, para cada valor de y) es igual a a, y vice- 
versa, cada punto del plano, cuya abscisa es igual a a, 
pertenece a esta recta, 
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Si la recta coincide con el eje Oy, en este caso a = 0, 
y de la ecuación (XIII) obtenemos la ecuación del eje Oy: 


2=0. | (XIV) 


De este modo, cualquier recta se expresa mediante una 
ecuación de primer grado respecto a las coordenadas 
variables. 

2%. En la ecuación (IX) k es el coeficiente angular de la 
recta, e y = kx + b se llama ecuación de la recta en fun- 
ción del coeficiente angular, El término independiente b de 
la ecuación se llama ordenada inicial u ordenada en el 
origen, porque si z = 0, de la ecuación (1X) resulta que 
y = b. El coeficiente angular k y la ordenada inicial b 
para la recta dada son números constantes y constituyen 
los parámetros de la ecuación de la recta. En general, se 
Mama parámetros a los números constantes que caracterizan 
al objeto y lo distinguen entre otros objetos homogéneos. 
Las coordenadas x e y de un punto arbitrario de una recta 
se llaman coordenadas corrientes. 


$ 9. Ecuación general de la recta y casos particulares 


1. Teorema recíproco. Toda ecuación de pri- 
mer grado respecto a las coordenadas x, y, representa una recta. 

Demostración. La ecuación de primer grado 
respecto a x, y, tiene la forma: 


| Ar + By+C=0| (XV) 


Supongamos que B=+0. Resolviendo la ecuación (XV) 
respecto a y, se tiene: 


(XVI) 


(XVID 
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es decir, la ecuación Ar + By + C =0, B %<0, representa 
una recta con el coeficiente angular k = $ y la orde- 


nada inicial b= E. 
En particular, si: 
1) C =0. La ecuación (XV) tiene la forma: 


Axr+By=0 (XVIT) 
y representa una recta que pasa por el origen de los ejes 
de coordenadas, porque las coordenadas del origen (0, 0) 


satisfacen a la ecuación (VVIID. 
2) A =0. La ecuación (XV) tiene la forma: 


| By+C=0 | (XIX) 


C 
y==p» o y=0, 


Despejando la y: 


llegamos a la conclusión (fórmula XI) de que representa 
una recta paralela al eje de abscisas. 

3) A=0 y C=0. En este caso, la ecuación (XV) tiene 
la forma: 


By=0, Ó y=0 


y representa el eje Ox (fórmula XII). 
4) Si el coeficiente B=0, la ecuación (XV) tiene la 


forma: 
| Ax+C=0 | (XX) 


C 
L= E 


Despejando la :: 


llegamos a la conclusión (fórmula XIII) de que representa 
una recta paralela al eje de ordenadas. 

Pero si en la ecuación (XX) C =0, 4 +0, tiene la 
forma: 


Ar=0, ó z=0. 
y representa el eje Oy (fórmula XIV). 
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De este modo, cualquier ecuación de primer grado 
respecto a las coordenadas x, y, representa una recta. En 
otras palabras, toda línea de primer grado es una recta. 

2. La ecuación (XV) 


Axr+By4C=0. 


se llama ecuación general de la recta. Las ecuaciones 
(XVITI—XX) son casos particulares. 


$ 10. Ecuación de una recta en función de los segmentos 


La posición de una recta respecto a los ejes de coor- 
denadas puede ser determinada por la magnitud de los 
segmentos ON=a y OM=b (fig. 21), que la recta dada 
MN corta respectivamente en Ñ 
el eje Ox y en el eje Oy. y 

Según la figura 21, por 
semejanza de los triángulos 
AQN y OMN, resulta: 


AQ _AN 
OM “ON” 
o 
OA a 
a. * Fig. 21 
Dividiendo cada miembro de a—x por a, se tiene: 
CAP, ¡MEA 
bo 1 a” 
0 
z y e 
+ =1 (XXI 


La ecuación (XX1) se llama ecuación de la recta en fun- 
ción de los segmentos. 


$ 11. Ejemplos de resolución de problemas 


1%. La ecuación de la recta que corta en el eje Oy un segmento 
igual a 3, y que forma con el eje Ox un ángulo y = 1200, 
Solución. Para obtener la ecuación de la recta dada hay que 
hallar los valores numéricos de los parámetros k y b e inscribirlos en 
la ecuación: 
y=kx+b, 
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De la condición del problema, se deduce que 
b=3, 
k = tg 1200 = tg (1800 —600) = — tg 600= — Y/3. 
Por lo tanto, la ecuación buscada es: 
y=—2V3+3. 
2% Determinar el coeficiente angular y la ordenada inicial de 


la recta 21—3y—6=0, 


Solución. 18r procedimiento. Despejando y en la ecuación 
dada, obtenemos la ecuación en función del coeficiente angular: 


de la cual se deduce que el coeficiente angular k = 7 , y que la ordena- 


da inicial b= —2, 
20 procedimiento. Aplicando las fórmulas (XVI) y (XVII), siendo 
A=2, B=-—3, C=-—6, se tiene: 


A 2 2 
ES GAS 
co —$ 
dis Jia 


3%, Averiguar si entre las rectas cuyas ecuaciones son: 3x — 
—2y +1=0, 62 — 4y —5=0 y 22 + 3y — 7 = 0 hay paralelas 
y perpendiculares entre sí. 

Solución. Los coeficientes angulares de las paralelas son 
iguales entre sí y los de las perpendiculares son recíprocos en valor 
y contrarios en signo ($ 6). Aplicando la fórmula (XVI) hallamos 


los coeficientes angulares: de la primera recta, k=3 5 de la segunda, 
ko = 5 y de la tercera, kz = -3. 


Las dos ie rectas son paralelas porque k, = ka; la tercera 
es perpendicular a las dos primeras, puesto que 


40, Hallar la ecuación de la recta que intercepta en los ejes Ox y 


Oy segmentos igualos a —3 y a respectivamente. 
y segm 3 
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Solución. Según los datos del problema a = —3 y b=í. 


Sustituyendo estos valores de a y b en la ecuación (XXI) obtenemos 
la ecuación buscada: 


Y - =z Es 
=W+4=1 0 2=8y+3=0. 


5%, ¿Cuál es la ecuación de la recta que corta en los ejes de coor- 
denadas segmentos iguales y pasa por el punto (-—1; —3)? 

Solución. Según la condición, en la ecuación (XXI) b = a, 
y por eso la ecuación tiene la forma: 


ty mM 
ir o r4+y=4, 


El punto (—1; —3) pertenece a la recta z + y = a. Por ello, 
si sustituimos en la ecuación z + Y = a las coordenadas variables z, 
y, por las dadas —1, —3, no se altera la igualdad: 


—1—3=4. 
De aquí que a=—4, y que la ecuación buscada sea: 
a+y=—4, 0 2 y+4=0. 


6%, Transformar la ecuación 3x — 4y + 2=0 en una ecuación 
de la recta en función de los segmentos. 

Solución. Pasemos el término independiente 2 al segundo 
miembro de la ecuación: 


3x—4y = —2, 
y dividamos la ecuación por —2;: 


3z 


De donde se obtiene la ecuación de la recta en función de los 
segmentos: 


y los segmentos son 


$ 12. Trazado de una recta dada su ecuación 


1%. Para trazar una recta es suficiente hallar dos pun- 
tos de ella por medio de las coordenadas. De la ecuación 
dada se determinan con más facilidad las coordenadas de 
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los puntos de intersección de la recta con los ejes de coor- 
denadas. Haciendo y = 0, en la ecuación dada se halla la 
abscisa del punto de intersección de ésta con el eje Ox; 
haciendo x = 0, de la ecuación dada se halla la ordenada del 
punto de intersección de la recta con el eje Oy. 


Fig. 22 Fig. 23 


Ejemplo. Trazar la recta cuya ecuación es 
3x4 2y+6=0. 


Solución. Haciendo en esta ecuación: 

1) y =0, obtenemos 3x+6=0, x= —2; 

2) =0, obtenemos 2y + 6=0, y = —3. 

Hallados los puntos A (—2; 0) y B (0; —3) (fig. 22), 
y valiéndonos de una regla, trazamos por ellos la recta 
buscada. 

2. Ejemplo. Trazar la recta cuya ecuación es: 


3x—2y =0. 


Solución. Esta ecuación de la recta no tiene tér- 
mino independiente, por lo cual la recta pasa por el ori- 
gen de coordenadas. Dando a x un valor cualquiera 
diferente a cero, por ejemplo 2, y haciendo la sustitución 
correspondiente en la ecuación dada, se tiene: 


3.2—2y=0; y=3. 


Hallado el punto C (2; 3) (fig. 23), trazamos con una 
regla una recta CO, que pase por este punto y por el ori- 
gen de coordenadas O. Esta será la recta determinada por 


la ecuación 
3x—2y=0. 


28 


3”. Si la ecuación de una recta es y =b 0 x=a, la 
construcción de la recta se reduce a trazar por el punto 
dado (0; b) o (a; 0) una recta paralela al eje Ox o Oy res- 
pectivamente. 


$ 13. Punto de intersección de dos rectas 


1”. En el plano pueden darse tres casos distintos de 
posición relativa de las rectas 


Ar+ By+C=0 (1) 


A'x+B'y4C"=0: (2) 


1) las rectas tienen un punto común, es decir, se inter- 
secan (fig. 24, 41), 

2) las rectas no tienen ningún punto común (son para- 
lelas) (fig. 24, 2), 

3) las rectas tienen una infinidad de puntos comunes 
(coinciden) (fig. 24, 3). 

Dadas las ecuaciones, hay que averiguar de qué caso 
se trata. 

2”. La ecuaciones (1) y (2) 
representan una misma recta 
si sus coeficientes son propor- 
cionales. 

En efecto, si 


Á B C 
E io ro E 


se tiene 
A=24', B=M',C=5M' 


y, multiplicando la ecuación 

(2) por 4 +0, se obtiene la ecuación (1). Por lo tanto las 
ecuaciones (1) y (2) son equivalentes y por eso representan 
una misma recta. 

3". Las ecuaciones (1) y (2) representan rectas paralelas 
siempre y solamente cuando los coeficientes de las coordenadas 
variables sean proporcionales. 

Demostración. Uno de los términos indepen- 
dientes €. o C” de las ecuaciones, por lo menos, debe ser 
diferente de cero, ya que las rectas Ax + By =0 y 4'x + 


Fig. 24 
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+ B'y =0 coinciden, si sus coeficientes 4, B, A”, B', 
son proporcionales. 


Si a E + =1>3%0 entonces la ecuación (2), multi- 


plicándola por A, la expresaremos así: 
44 AB y HMC" =0, (8) 


Azr+By+M" =0. 


La diferencia de los primeros miembros de las ecua- 
ciones (1) y (3) es diferente de cero, ya que C AC". Por 
eso no existe ni un solo par de números (x, y) que satisfaga 
a ambas ecuaciones. Así pues, las rectas no tienen ningún 
punto común, por lo que son paralelas, 

Recíprocamente, si las rectas son paralelas, sus coefi- 
cientes angulares son iguales: 


A : A' 
ar a es 
y, entonces, se tiene 
Á A' 
Bo pBr* 


es decir, los coeficientes de las coordenadas variables en 
las ecuaciones son proporcionales. 
4”. Las rectas 


Azxr+B'y4C"=0 (2) 
se cortan si 
AB'—A'B 340. 


En efecto, multiplicando (1) por B” y (2) por B y 
restando del primer producto el segundo, resulta: 
AB'x+ BB'y+CB'=0; 
TA'Br+ BB'y+C'B=0; 
(AB"+ 4'B)x + (CB'—C'B)=0. (4) 
Multiplicando (1) por A” y (2) por B y restando 
del segundo producto el primero, resulta: 
AA'x=A'By4 4'C=0; 
—AA'x 4 AB'y + AC' =0; 
(A4B" —A'B)y + (4C" — 4'C) 0. (5) 


Las ecuaciones (4) y (5) tienen determinadas solucio- 
nes solamente si el coeficiente de las incógnitas xr e y 


—A'B=40. (6) 


Estas soluciones determinan un punto común de ambas 
rectas, es decir, el punto de intersección de las rectas (1) 
y (2). 

Las coordenadas del punto de intersección de las rectas 
(1) y Q) son: 


CB'—C'B AC'"—A'C 


rT= — ABAD? Yy=— AB"—A'B (XXID) 


5”. En el caso de que AB" — A'B =0, y los términos 
independientes de las ecuaciones (4) y (5) (CB* —C'B y 
y AC' — A'C) sean diferentes de cero, resulta: 

er Aa_ B 
AB'"=4'B o Tarn 
es decir, las rectas (1) y (2) son paralelas, puesto que los 
coeficientes de las incógnitas x e y son proporcionales. 

Si los coeficientes de las incógnitas, lo mismo que los 
términos independientes de las ecuaciones (4) y (5), son 
iguales a cero, 


B'-—4'B=0, CB'"—C'B=0, AC'—A'C=0, 
de estas igualdades se obtiene: 
A B._ B e B Cc 


== rr: De donde == 37 => 7» 
es decir, las ecuaciones (1) y (2) representan una misma recta. 

6”. Según lo expuesto, es evidente que los diversos 
casos de posición relativa de dos rectas se manifiestan al 
resolver conjuntamente las ecuaciones de estas líneas. 


7%. Ejercicios numéricos. 1. Hállese el punto de 
intersección de las rectas 
3x4+4y—18=0 y 4zr—3y+1=0. 
Solución. 
314 4y—18=0]3|4 fs 9 4+12y—54=0; _ 124 16y— 72=0; 
42—3y4 1=0/4/3/P 167 —12y + 4=0;_"12%— 9y+ 3=0 
252—50=0; 25y — 75=0; 
a=2; y=3. 
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e cd spuesta. El punto de intersección de las rectas dadas es 
"2, Hallar el punto de intersección de las rectas 2x—Ty=3 y 
l4x—4r= 1, 

Solución: 


21—Ty=3|2 E 4x— 14y =6 
l4y—4r=1|1]| 7 14y— 4r=1 
0=7. 


El sistema es incompatible. Los coeficientes de las coordenadas 
variables de las ecuaciones dadas son proporcionales, por lo que las 
rectas son paralelas. 

3. Hallar el punto de intersección de las rectas: 

z—3y+2=0 y 3x-9y+6=0. 

Solución. Multiplicando la primera ecuación por 3 y restando 
del producto obtenido la segunda ecuación dada resulta: 

0=0, 
lo que indica que la solución es indeterminada. Las ecuaciones dadas 
son equivalentes y representan una misma recta, ya que sus coeficien- 
tes son proporcionales. 


$ 14. Ecuación de la recta que pasa por el punto 
(xi, Yi) en una dirección dada 


1%. La recta pasa por el punto dado (x,, yi) y forma 
con el eje Ox el ángulo q. Formemos su ecuación. 
Según la condición, en la ecuación 


el parámetro k = tg q es un número conocido. La recta (1) 
pasa por el punto (x,, y1), por lo tanto x,, y, satisfacen 


a la ecuación (1), y sustituyendo las coordenadas variables 
zx, y por las dadas x,, Y,, obtenemos la igualdad 


Y = kx, +b. (2) 

Puede hallarse el valor b y sustituirlo en la ecuación 

(1). Sin embargo, resulta más fácil eliminar la b de la 

ecuación (1) restando la igualdad 2) de la (1). La sustracción 

proporciona la ecuación de la recta que pasa por el punto 
dado (x,, y,) en la dirección dada: 


coa 


2. La ecuación (XXIID), en la que k puede tener una 
infinidad de valores, representa la ecuación de un haz de 
rectas con el centro en el punto (x,, y1). 
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3”. Ejemplo. Por el punto de intersección de las rectas: 
21—3y+47=0 y 5r+y+9=0 


lrazar una recta perpendicular a la recta 2x — y +41 =0. 
Solución. “Trazar una recta” significa “formar la ecuación 
de una recta”. En primer lugar, hallemos las coordenadas del punto 
de intersección de las rectas dadas, resolviendo el sistema de las ecuacio- 
nes dadas. El punto de intersección de las rectas tiene las coordenadas 
—2: 1). 
Hollemos ahora el coeficiente angular k de la recta que pasa por 
el punto (—2; 1) perpendicular a la recta 21 — y + 1 = 0. El coefi- 
ciente angular de la recta 22 — y +1 = 0 es k, = 2, y el de la recta 


perpendicular a ésta, k=— > (véase el $ 6). 
Haciendo en la ecuación (XXIII) las sustituciones 14 = —2, 
y=1 y k= o , Obtenemos la ecuación buscada: 


y—1= (42) o x+2y=0, 


$ 15. Ecuación de una recta que pasa por dos 
puntos dados (%,, Yi) y (%2, Ya) 


1”. La recta que pasa por los puntos dados (x,, y1) 
y (x2, Y2), según la fórmula (VI) tiene el coeficiente angular 
igual a 
Ya—Y 
a (1) 
Tomemos la ecuación del haz de rectas con el centro 
en el punto (x,, ya): 


y —yi=k(x— 2x1) 


y demos al coeficiente angular k el valor (1). En este caso, 
la ecuación: 
__Y2a—Yi 07 

rea t,) (2) 
representa la línea del haz de rectas con el centro en el 
pue (21, Ya), que pasa por el punto (xa, ya). Dividiendo 
a ecuación (2) por y2—y,, representamos la ecuación de 
la recta que pasa por los dos puntos dados (1, Y1) y (tz, Y2), 
de la siguiente forma: 


yYar ATM 
Ya — Ya T¿— Y 


(XXIV) 
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ñ ds A la ecuación de la recta que pasa por los puntos A (1; 4) 
y B (—3; 2). 
Solución. Haciendo en la ecuación (XXIV) las sustituciones: 


21 =4, y, = 4, 12 = —3, ya = 2, Obtenemos la ecuación buscada: 
yá _ tl 
2-4 —3-1 


o, multiplicando por —4, 
2(y—4=x—1, o r—2y+7=0. 


3. Si la recta pasa por los puntos 4A(2; 3) y B(—2;3), for- 
mando la ecuación por medio de la fórmula (XXIV), resulta: 
y—3_r-—2 
0 — —4” 
Pero es imposible la división por cero. Obsérvese que diferentes 


untos de la recta AB tienen una misma ordenada, y = 3, por lo que 
a recta AB es paralela el eje Ox, y su ecuación será: 


y=3. 


4%, Hallar la condición según la cual tres puntos dados se encuen- 
tran un una misma recta. 

Solución. Supongamos que los puntos dados son (x;, y1), 
(xa, Ya) Y (Ta, Ya). La ecuación de la recta que pasa por los dos prime- 
ros puntos es: 


yy EA 
Ya —Y1 Tag — Ty 
Para que en esta misma recta se encuentre situado también el 


tercer punto, (xs, ys), es suficiente que sus coordenadas satisfagan 
a la ecuación expuesta, es decir, que se tenga la siguiente identidad: 


YyaYi “3% 
Ya— Ya Ta — Ly 


$ 16. Angulo entre dos rectas 


49. Convengamos que la frase “el ángulo entre dos rectas AB 
y BC” debe ser entendida como “ángulo que forma la recta 
BC con la AB”, 

Definición. Se considera como ángulo que forma 
cierta recta BC con la recta AB (fig. 25) al ángulo mínimo en el 
que hay que hacer girar la recta AB eñ torno al punto B, 
en sentido contrario a las agujas del reloj, para que coincida 
con la recta BC. 

2%, Supongamos que las rectas AB y BC tienen las 
ecuaciones: 

y = kx +b, (AB) 
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y = laz + ba (BC). 


Sea el ángulo formado por la recta AB y el eje Ox, 
igual a q,, y el formado por la recta BC y el mismo eje, 
igual a q» (tig. 25). El ángulo formado por AB y BC lo 


Fig. 25 


designamos con 0. Tracemos desde el origen de coordena- 
das O las rectas OA” y OC' paralelas respectivamente a AB 
y BC. Ellas forman con el eje Ox ángulos: 


Lr04' =p Zz0C' =0Q», 
y entre sí un ángulo 
L¿NOC'= LEBD=0, 
El giro del eje Ox alrededor del origen O, en sentido 
contrario al de las agujas del reloj, hasta coincidir con 
OA”, forma el ángulo q,, y desde OA” hasta OC”, el ángulo 


O. El giro del eje Ox hasta su coincidencia con OC” for- 
ma el ángulo 2, o sea 


pi +08 = q». 
De aquí 
O=Q2— Qi. 


Pero si son iguales los ángulos, también serán iguales 
las tangentes: 


tg 90 =tg (p.— Qi) 
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o sea (según la fórmula trigonométrica relativa a la tan- 
gente de la diferencia de dos ángulos) 


tg P—tg Qi 

tge= 22 BH. 
E 2 THE pre qe 
Pero tg py =k;, tg p,= kz, y por lo tanto 


ko—ky 


=$ 


(XXV) 
El angulo O es agudo si la tg8 es positiva, y obtuso, 
si la tg O es negativa; O = 90” si 1 + kik, =0y 0 =0 si 
ko => ki; = 0 ($ 6). 
Debe indicarse que el ángulo entre BC y AB (CBE) 
es suplementario de O y por lo tanto es igual a 180” — 6. 


Como tg (180 — O) = —tg0, se tiene 
o k¡—k 
tg (1800) = Ele. 


En algunos casos es necesario determinar un ángulo 
agudo entre dos rectas. En este caso, el valor de la tg 0 
obtienido por medio de la fórmula (XXV) hay que tomarlo 

en su magnitud absoluta. 


3%. Ejemplos. 4. Hallar el 
ángulo entre las rectas: y =2x-— 3 
e y = óx +1. 

Solución. En las ecuaciones da- 
das se tiene 

k¡=2, ko=5. 


Según la fórmula (XXV) 


5-2 _3 
2 0= 53 == 2721. 


8 = 1515”. 


2. Hallar la ecuación de la recta que 
pasa por el origen de coordenadas y forma 
con la recta y =3x +5 un ángulo de 45%. 

Solución. Según la condición (fig. 26) 8 = 45, el coeficiente 
angular de la recta dada es k,, ya que para obtener un ángulo de 459 
hay que hacer girar la recta dada en sentido contrario a las agujas de un 
reloj a fin de que coincida con la recta buscada: tg O = tg 45% = 4; 


ki = 3, 
] Sustituyendo estos valores en la fórmula (XXV) obtenemos ko: 
k2—3 , 2 
o y 1+3k ka 3; 
kg= —2 
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La recta buscada pasa por el origen de coordenadas, por lo qu- 
su ecuación tiene la forma: 


y=kx. 


Sustituyendo k por el valor obtenido de k>, se obtiene la ecuación 
buscada: 
y= —2x 


3. Conociendo los puntos 
A(=7, —1), B(2; —3) y C(4 
—1), determinar el ángulo for- 
mado por BC y AB (tig. 27). 

Solución. Según la fórmula 
(VD), el coeficiente angular de BC 


na 
y el coeficiente angular de AB, . 
: ME E Fig. 27 
27247 g* 
Según la fórmula (XXV): 
Gl 11 
tg 0= = —>3== —1,5714, 


8 = 180 —57%32' =122928". 


CAPITULO Jl 


CURVAS DE SEGUNDO ORDEN 


$ 17. Ecuaciones de la circunferencia 


17. Definición. Se llama circunferencia al lugar 
geométrico de los puntos de un plano alejados a la misma 
distancia (radio) de un punto dado (centro). 

2%. La longitud del radio determina la medida de la 
circunferencia; la posición del centro determina la situa- 
ción de la propia circunferencia en el plano. De este modo, la 
circunferencia viene determinada 
por su medida y su posición en el 
plano, respecto al sistema dado de 
coordenadas, si se conocen: 

1) la longitud del radio r, 

2) las coordenadas del centro 
O” a y bd. 

De acuerdo con la definición, 
cualquier punto M(x,y) de la 
circunferencia (fig. 28) se encuentra 
a la distancia O'M, igual a r, del 
Pig. 28 centro O” (a, b): 


O'M=r. 
Expresando la distancia 0'M (según la fórmula II, $ 3) 


por medio de las coordenadas de los puntos O” y M, obten- 
dremos la ecuación: 


VE=YFU-=H=r. 


Haciendo desaparecer el radical en la ecuación (para 
esto hay que elevar los dos miembros de la ecuación al 
cuadrado), obtenemos la ecuación de la circunferencia: 


[6—a).+ (y—b)?=12 | (XXVI, 


3”, Particularmente, cuando el centro O” de la circun- 
ferencia coincide con el origen de las coordenadas la ecua- 


a=0 y b=0, 


ción de la circunferencia (XXVI) toma la forma: 
| 124 y? =y? (XXVII) 


$ 18. Ejemplos de solución de problemas 


1%. Dados los valores de los parámetros a, b, y r, es suficiente 
sustituirlos en la ecuación (XXVI) para obtener la ecuación de la 
circunferencia. 

Por ejemplo, la ecuación de la circun- 
ferencia de radio 5 y con el centro en el 
punto O” (2; —-3), se expresa así: 


(1224 (y +3)2=25, 


puesto que, según la condición, «a = 2, 
b=-—-3 y r=5b. 

2%, Formar la ecuación de una circun- 
ferencia en la que los puntos A (3; —-2), 
B (—4; 5) (fig. 29) son los extremos de ] 
uno de sus diámetros. Fig. 29 

Solución. El centro de la circun- 
ferencia O” es el punto medio del segmento AB. Las coordenadas del 
punto medio de AB (según la fórmula V, $ 4) son: 

34 1. 25 8 
3 E ds 

La distancia AB es el diámetro de la circunferencia. Según la 

fórmula Il, $ 3: 


(2r)2=AB2=(3 +4)24 (—2—5)2=98. 


De donde: 


ri=>o. 


4 


Sustituyendo los valores a, b y r3 en la fórmula (XXVI), obte- 
nemos la ecuación buscada de la circunferencia: 


Ye 


Abriendo los paréntesis y llevando = al primer miembro, 


tenemos: 
a 0, 
2-4 y24 — 3y —22=0. 
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3%, Hallar la ecuación de la circunferencia que es tangente a los 
ejes de coordenadas y pasa por el punto (—2; 1). 

Solución. El punto (—2; 1), por el que pasa la circunferen- 
cia, está en el segundo cuadrante, y como la circunferencia es tangente 
a los ejes de coordenadas, se encontrará por entero en el segundo cua- 
drante; la abscisa a del centro es ne- 
gativa, y la ordenada b, positiva. 

Los radios trazados a los puntos 
de contacto (fig. 30) son perpendicu- 
lares a las tangentes (a los ejes [Ox 
y Oy). 
Por ello: 


a=—r, b=r, (r >0). 


Sustituyendo estos valores en la 
ecuación de la circunferencia (XXVI), 
tenemos: 


(ar) (y—r2=r. 


El valor de r se determina ba- 

Fig. 30 sándonos en la condición que la 

g- circunferencia pasa por el punto 

(—2; 1) y sus coordenadas satisfacen 

a la ecuación expuesta. La sustitución de las coordenadas variables 
x, y, por las dadas —2 y 1 da lo siguiente: 


(—24 124 (1—r)2= r2, 
r2—6r45=0, 
ri=1, ro=5. 


Por lo tanto, puede haber dos circunferencias que pasen por el 
punto (—2; 1) y que sean tangentes a los ejes de coordenadas. En 
la primera de ellas: 


a=—4, b=1, r=1; 
en la segunda circunferencia: 
a=-—5, b=5, r=5. 
La ecuación de la primera circunferencia será: 
(141024 (y—1)2=1, o 224-y24-22—2y4-1=0. 
La ecuación de la segunda circunferencia será: 
(121-5324 (y —5)2=25, o 124 y2 +10z—10y +25=0. 


4%, Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunfe- 
rencia: 


3124 3y29—4x 4 6y —12=0. 
Solución. Reduzcamos la ecuación dada a la forma: 
(2—a)24+(y—b)2=r8, (1) 


Para esto se divide la ecuación dada por el coeficiente 3 (de :x2 
e y2): 
ay Y x+2y—4=0. 


Uniendo en un grupo los términos que tienen la x y en otro 
grupo los que tienen la y, se tiene: 


(2-2) +(024+24)=4, 


(2223) +(y242-y-1)=4. 


Completemos el primero y el segundo binomio hasta formar 
respectivamente el cuadrado completo de la diferencia y de la suma 


2 
de dos números. Para eso se añade al primer binomio = (5) , yal 


segundo 1 = 12, A fin de que se mantenga la igualdad en la ecuación, 


adicionamos también S y 1 al segundo miembro de la misma. 


Tendremos: 
2,4 4 
CO EP 2492.y. = pza 
(= 20h) 042141) +3 +l 


(5) +0 +09=5- 


Comparando esta ecuación con la (1) llegamos a la conclusión 
de que: 
2 7 1 


a=>3 y b=-—t, r==2>. 


3 3 3 


$ 19. La circunferencia es una línea de segundo orden 


1”. El grado de la ecuación de una línea, cuando la 
ecuación está reducida a la forma entera y racional respec- 
to a las coordenadas x, y, se llama orden de la línea. La 
recta es una línea de primer orden, porque viene expresada 
por una ecuación de primer grado. La circunferencia es una 
línea de segundo orden. En efecto, abriendo los paréntesis 
en la ecuación de la circunferencia 


(1—a)? 4 (y —b).=r? 


y colocando los términos en orden decreciente de los 
exponentes respecto a las coordenadas variables x, y se 
tiene: 


224 y? —2ax — 2by + (a? + b2— r?) =0. (1) 
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Puede ocurrir que los parámetros a, b, r (todos o al- 
gunos) sean números quebrados. En ese caso, multiplicando 
(1) por el mínimo común múltiplo A, resulta: 


Ax? + Ay? —2a Ax —2bAy+ A (ar+b2—r2)=0. (2) 


Haciendo las notaciones —2a4=D, —2bA=E y 
A (a? 4-b? —r?) =F, se tiene la ecuación general de la cir- 


cunferencia: 
| 42? 4 Ay? y Dz + Ey +F=0. | (XXVI) 


Esta es una ecuación de segundo grado respecto a las 
coordenadas x, y; por lo tanto, la circunferencia es una 
línea de segundo orden. 

2”. Según enseña el álgebra, la ecuación general de 
segundo grado con dos variables es la siguiente: 


Ax? + Bay + Cy? +4 Dx + Ey+F=0. (3) 


La ecuación de segundo grado relativa a las coordenadas 
x, y, en la que los coeficientes de los cuadrados de x e y son 
iguales, y no tiene el término con el producto xy, representa 
una circunferencia. 

Esta condición es necesaria. En efecto, en la ecuación 
general de la circunferencia (XXVIII), los coeficientes de 
los cuadrados de x e y son iguales y no contiene el término 
con el producto zy. 

Esta condición es suficiente. En efecto, dividiendo la 
ecuación 

Ax? + Ay + Dx4+ Ey+F=0 
por A: 


a? + y? +4 q * +4 y + E =0 
y expresando el cociente obtenido así: 
F 


(2+G 2) +( 94 y)= RARA 
se completan ea e y+t y hasta los cuadrados del 
binomio: 

(9+2 2045) + (1+2-270+7245) = 
E ES 
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con lo que resulta: 
Dy Ey?  D2YE2—4AF 
(2+37) +(0+21) == 
es decir, se obtiene la ecuación de la circunferencia, en 
la que 


a= 9 d=—3 q "| (AX) 


3”. Nos ocuparemos de unos casos especiales que pueden 
presentarse cuando los coeficientes A, D, E y F toman 
ciertos valores. 

Ejemplo. La ecuación 


224 y—6x + 4y +13=0 
puede representarse en la forma: 


a2—6r 4-94 y24 4y + 4=0, 


(1— 34 (y +2)=0. 


Como ninguno de los cuadrados (x +3)? e (y +2)? puede 
ser negativo, para que su suma sea igual a cero es nece- 
sario que: 


a—3=0 e y4+2=0. 
De donde: 
r=3 e y=-—2. 


A la ecuación dada satisface un solo punto del plano 
(3; —2) y representa una circunferencia de radio nulo, 
y 


, 

Si en esta misma ecuación, en lugar del término inde- 
pendiente 13, tomamos por ejemplo 15, es decir, conside- 
ramos la ecuación 


124 y2—6x + 4y +15=0, 
después de reducirla a la forma normal, tenaremos: 
(1—3)2+ (y + 2)? = —2. 


A esta ecuación no satisface ni un solo par de valores 
reales de las coordenadas variables, es decir, mi un solo 
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punto del plano. Sin embargo, para generalizar se consi- 
dera que en este caso la ecuación representa también una 
circunferencia, una circunferencia imaginaria, cuyo radio es 


r=YZ3, 


$ 20. La elipse 


1. Definición. Se llama elipse al lugar geométrico 
de los puntos de un plano, cuya suma de distancias a dos 
puntos dados (focos), es constante. 

Según la definición, si F y F, (fig. 31) son los puntos 
dados en el plano, llamados focos de la elipse, y M es un 

punto cualquiera de la elipse, 
Y muy) la suma de las distancias MF, 
y MF es constante y se toma 
igual al valor 2a, es decir, 


MF, + MF =2a, (a>0). 
Fig. 31 MF, y MF se llaman radios 


vectores del punto M. F,F se 
llama distancia focal y se toma igual a 2c, 


FF =2c, (c>0). 


En el triángulo F,PM se ve que MF,+ MF >F,F, es 
decir, 


E(C,0) 
Tí 


2a>2c, o a><c, (c>0). 


2%. Tomemos un hilo de longitud 2a y sujetemos sus 
extremos con alfileres a la distancia 2c, entre uno y otro, 


en los puntos F y F,. Estiremos el hilo con la punta de 
un lapicero como se indica en la figura 32, y tracemos 


4d 


con él una curva, manteniendo tirante el hilo mientras se 
mueve el lapicero sobre el papel. Por este procedimiento 
se describe la elipse en dos etapas: en la primera a una 
parte de la recta F,F, y en la otra, a la parte opuesta. 


$ 21. La ecuación de la elipse 


Tomemos el punto medio de la distancia focal como 
origen de coordenadas O; la recta F,F, como eje Ox, y la 
perpendicular a ésta, que pasa por el punto O, como eje 
Oy (fig. 31). 

En este caso, los focos F, y F tienen las coordenadas 


(ci 0) y (+c; 0). 

Debido a que puede cambiar la posición del punto M 
en relación con los ejes de coordenadas, sus coordenadas 
serán las coordenadas variables (zx, y). 


MF,=V +0 y, MESZV OP (1) 
Según la definición de la elipse 
MF, + MF =2a, 
por lo que 
VOTE VERA. 


Eliminemos los radicales en la ecuación. Para esto se 
pasa uno de los radicales al segundo miembro: 


V(+0o)+y=20—V (1024 y?, 
y se elevan al cuadrado los dos miembros de la igualdad 


obtenida. 
Después de abrir los paréntesis, resulta: 


42h VERA 
+12— 2er + c+ y?. 


Eliminando x?, c?, y? y pasando el radical al primer 
miembro, y 2cx al segundo, se tiene: 


4a V (20) + y?= 4a?—4cx, 


o dividiendo la ecuación por 4a: 


V (x—c)?2+ y? =a—L. (2) 


Elevando los dos miembros de la igualdad al cuadrado 
y abriendo después los paréntesis, resulta: 


2d yo a 2er + E a. 


EAS e2 A A 
Eliminando —2cx y pasando —- 1? al primer miembro, 
al 
y c? al segundo, se tiene: 


2 
c 

2__g 2 q? 2 
x q ep yt=at—c?. 


Y multiplicando por a?, resulta: 
(a? AN c?) y2 L- a?y? = a? (a? ca c>). 


Como a>>c, se puede hacer la notación 


[op | (XXX) 


y la ecuación anterior se escribirá así: 
b2x? + a%y? =a?b, 


Dividiendo esta igualdad por a?b? se obtiene la ecua- 
ción canónica de la elipse: 


q2 2 
A! (XXXI) 


$ 22. Investigación de la forma de la elipse 
por medio de su ecuación 


e. El y? 
4, Resolvamos la ecuación a += 1 respecto a y, 


y==2y4=2, 


y examinemos a y como función de x. Para que los va- 
lores de y sean números reales, el radicando a?—«2? tiene 
que ser positivo o igual a cero. Será así en el caso de que 


[2]<a, 
es decir, 
—a<x< +a, 


donde a > 0 (fig. 33). 
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Si x= 34, tendremos a—<2=0e y =0. 

Los puntos A (a; 0) y A, (—a; 0) son los puntos de inter- 
sección de la elipse con el eje de las abscisas, y se llaman 
vértices de la elipse; la cuerda A,4 = 2a se llama eje mayor 


de la elipse. Para x= 0, tendremos y = +2 Va = 


= +b. Los puntos B (0; b) y B, (0; —b) son los puntos 
de intersección de la elipse 
con el eje de las ordenadas y se 
llaman también vértices de la 
elipse; la cuerda B,¡B = 2b 
se llama eje menor de la elipse. 

A cada valor de x en el 
intervalo —a<x<a  co- 
rresponden dos puntos de la 
elipse, situados a uno y otro 
lado del eje Ox, a una distan- 
cia de éste equivalente al valor Fig. 33 
absoluto de y, porque a cada 
valor de x corresponden dos valores de y, iguales en valor 
absoluto y de signo contrario. Así pues, la elipse está 
situada simétricamente al eje Ox. 

Al crecer la x desde —a hasta cero, el valor absoluto 
de y crece desde cero hasta b, y al crecer x desde cero hasta a, 


el valor absoluto de y disminuye desde b hasta cero. 


2 2 
= E 75 = 1 relativa a la 


x en lugar de hacerlo con respecto a la y, 


Puede resolverse la ecuación 


rt= +3 VB-pYp, 


y pueden hacerse de nuevo análogas investigaciones. En 
este caso llegaremos a las siguientes conclusiones: x toma 
valores reales únicamente al oscilar la y en el intervalo 
—b<yS< + b; al aumentar la y desde —b hasta cero, el 
valor absoluto de x crece desde cero hasta a, y al aumen- 
tar la y desde cero hasta b, el valor absoluto de x dismi- 
nuye desde a hasta cero. A cada valor de y en el intervalo 
—b< y < b corresponden dos valores de x de igual valor 
absoluto y signo contrario y la elipse está situada simé- 
tricamente al eje Oy. 

2. Las coordenadas variables x, y en la ecuación de la 
elipse están elevadas únicamente al cuadrado. Por lo tanto, 
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si el punto (x, y) pertenece a la elipse, a ésta también le 
pertenecerá el punto (—x, —y), porque (—u)? = «a? y 
(—y)? = y?. La cuerda que une los puntos de la elipse 
(2, y) y Ls —y), tiene como punto medio el origen de 
coordenadas O, ya que (según la fórmula V, $ 4): 


+ (2) _ y HEY _ 
—, 2=0 e == =0. 


El punto que divide por la mitad a todas las cuerdas de la 
curva que pasan por él se llama centro de la curva. El origen 
de coordenadas O es el centro de la elipse. 


$ 23. Construeción de la elipse 


1%. Construcción por puntos (fig. 34). Se 
dan: 2a y 2c. En una recta se señala el segmento F/F = 2c, 
dividimos F,F por la mitad, y del centro 0, obtenido de tal 
modo, marcamos en la recta 
F,F, a la izquierda y a la 
derecha, los segmentos OA, 
y OA, iguales a a, con lo que 
se obtiene el eje mayor A,4. 
Por el centro O trazamos una 
recta B,¡B, perpendicular a 
A,¡A. Desde el foco F', como si 
fuera el centro, trazamos un 
arco de radio a. Dicho arco 
cortará la recta BB en los 
puntos B, y B. El segmento 

Fig. 34 B,B = 2b es el. eje menor 

de la elipse, puesto que en el 

triángulo OFB resulta que OB? = FB? — OF? = a? — (? = 
= b? (fórmula XXX). De este modo hemos encontrado cua- 
tro puntos, que son los vértices de la elipse: A,, 4, B, y B. 

Para hallar los demás puntos de la elipse se toma en el 
segmento F,F, a la izquierda del centro (o a la derecha de 
éste), un punto cualquiera C, y se trazan desde los focos 
F y F,, como si fueran centros, arcos pequeños (cada vez, 
uno de ellos más arriba de la recta A,A, y otro más abajo 
de ésta), al principio con un radio igual a A,C,, y luego, 
con un radio igual a C,A. 

La intersección de estos arcos nos da cuatro puntos 
(en la figura todos ellos están señalados con la cifra 1). 
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Los puntos 1 pertenecen a la elipse porque la suma de 
las distancias de cada uno de éstos hasta los focos, es 
igual a 2a: 


1F,41F=A/C,+C¡4=A/A=2a. 


Tomando en el segmento OF, (u OF) otros puntos Co, 
C3 ... y repitiendo las operaciones hechas en el caso del 
punto C,, cada vez se obtienen cuatro puntos de la elipse 
(en la figura están señalados con las cifras 2, 3, etc.). 

Después de determinar por tal procedimiento un número 
suficiente de puntos, trazamos — siguiendo estos puntos 
a mano o por medio de una plantilla — una curva continua, 
es decir, una elipse. 

Al construir la elipse es necesario tomar más puntos en el 
segmento F,0 cerca del foco F', que del centro O, y concen- 
trar los puntos C,, Cz, Cg ... en la medida en que se van 
acercando a f',. 

2. Si se dan los semiejes a y b, hay que empezar por 
encontrar c. Para esto es suficiente trazar un triángulo 
rectángulo con la hipotenusa igual al semieje mayor a y 
con un cateto igual al semieje menor b; el otro cateto será 
igual a c (fórmula XXX). 


$ 24. Interrelación de la elipse y la circunferencia 


2 2 
1%. Si en la ecuación de la elipse 5 + 5 = 1 hacemos 


b=a, se obtendrá: 
2 2 
Fr A=L Oo Pa, 


es decir, la ecuación de una circunferencia de radio a. Así 
pues la circunferencia es una elipse con semijes iguales. 


. . 2 
2”. Tracemos (fig. 35) del centro O de la elipse + 


3 . 
+ = 1/1 una circunferencia de radio igual al semieje 


mayor a; su ecuación será: x24y2=a? Resolviendo las 
ecuaciones de la elipse y de la circunferencia respecto a y, 
y distinguiendo las ordenadas de los puntos de la elipse 
y de la circunferencia, que tienen la misma abscisa r, se 
señala la ordenada del punto de la elipse por medio de ye, 
y la de la circunferencia, por medio de y,.. Se tiene: 


4--523 49 


Dividiendo la primera ecuación por la segunda, resulta: 


Ye a? 

es decir, si tomando el eje mayor de la elipse como diámetro, 
se traza una circunferencia, tendremos que para cada valor 

la abscisa x, la razón de 
las ordenadas de los puntos 
correspondientes de la elipse 
y de la circunferencia será cons- 
tante e igual a la razón del 
semieje menor de la elipse res- 
pecto a su semieje mayor. 

De aquí se deduce que la 
elipse se obtiene por medio 
de la “compresión uniforme” 
de una circunferencia de radio 
a, es decir, al diminuir todas 
las semicuerdas perpendicula- 
res a su diámetro, en la razón 


Ye _? 


constante 2 . La razón — , se llama coeficiente de compresión. 


3”. Supongamos que el plano Q de la circunferencia x? + 
+ y? = a? forma con el plano P (tig. 36) el ángulo q. 
Bajando de cada punto M de la circunferencia dada una 
perpendicular al plano P, se 
obtiene la proyección ortogonal 
de la circunferencia en el plano 
P. De la figura 36 se deduce que 
si MM 1 P y MN 1 Ox, será 
Z MNM =q. Del triángulo 
rectángulo M'NM tenemos: 
M'N 
MN 
es decir, todas las semicuerdas de la circunferencia, perpen- 
diculares al diámetro Ox, aparecen en el plano P reducidas 
a una misma proporción, igual a cos. En consecuencia, 
la proyección ortogonal de una circunferencia en el plano P, 
es una elipse. 


= COS Q, Fig. 36 
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$ 25. Excentricidad de la elipse 


1”. La magnitud de la razón de la distancia focal respecto 
a la longitud del eje mayor de la elipse se llama excentrici- 
dad de la elipse y se indica con la letra e: 


(XXXID) 


Como c<a, se tiene que e < 1, 
Conociendo los semiejes a y b de la elipse, hallemos su 
excentricidad. De la fórmula (XXX) 


e? —M,c=YVa—E, (c>0). 


Sustituyendo el valor de c en la fórmula (XXXII), 
resulta: 


WS a 
e VEB | (XXXI o ey 1 (2y. 1 -|(XXX IIA) 


De esta fórmula se deduce: si b = a, es decir, si la elipse 
representa una circunferencia, la excentricidad e = 0; si 
a es invariable y b disminuye desde a hasta O, la excentri- 
cidad de la elipse aumenta desde cero hasta la unidad; la 
excentricidad es igual a la unidad cuando la elipse se trans- 
forma en un segmento de la recta A/A. 


2%. En el proceso de obtención de la ecuación de la elipse ($ 21) 
se ha establecido la igualdad (2): 


VE aL a. 


En ella, V(2—0c)3+ y? =MF (igualdad (1), $ 21), es decir, es 
el radio vector del punto M. Lo indicaremos con r. Como H=e se 


r=d—Eex | 


Indicando el segundo radio vector del punto M con ry 


MF, =r,, se obtiene: 
Tr¡=44+ ex, 


tiene 


puesto que r+r,=24. 
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$ 26. Hipérbola 


Definición. Se llama hipérbola el lugar geométrico 
de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos 
puntos dados (focos), es constante. 

Según la definición, si F, y F (fig. 37) son los puntos 
dados en el plano, llamados focos de la hipérbola, y M es 
cualquier punto de la hipérbola, la diferencia de las distan- 
cias MF, y MF (siendo MF, > MF, o bien MF, < MF) 
es constante y se le asigna el valor 2a, 


| MF,—MF|=2a,  (a>0). 
MF, y MF se llaman radios focales vectores del punto M. 
F,F se Mama distancia focal y se toma igual a 2c. 
F,F=2c. 
Del triángulo F,MF se deduce que: 
| MF, —MPF|<F;,F, es decir, 2a-<2c, 0 a<c. 


$ 27. Ecuación de la hipérbola 


Tomemos el punto medio de la distancia focal (fig. 37) 
como origen de coordenadas O; la recta F,F como eje Ox 
y la perpendicular a éste, que pasa por el punto O, como 
eje Oy. Los focos F, y F 
tienen las coordenadas (—ce, 0) 
y (-+c, 0). El punto M tiene las 
coordenadas variables (x, y). 


MF -=V EF FF, 
MF=VE-0 Hg. (1) 


Según la definción de la 
hipérbola 


14 8.07 | MF,—MF |=2a, 


por ello 
WEFFTP-VE= PFP =2. 
De aquí que: 
Vr +y=V (cy? + 2a. 
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Elevando ambos miembros de la ecuación al cuadrado 
y simplificando, se obtiene: 


4cx— 40? =-+ ta V (10 + y?. 
Dividiendo cada término por 4a, resulta: 
¿a V 0. 2) 


Elevando los dos miembros de la ecuación (2) al cua- 
drado y simplificando, se tiene: 


(c? — a?) 2 — a?y? = a? (c?— a?). 
Como d>>a, puede suponerse que: 
3 — g2 = b (AXXIV) 
y la ecuación anterior se expresa asi: 
Pax? — a?y? = ada, 


Dividiendo esta igualdad por a?b? se obtiene la ecua 
ción canónica de la hipérbola: 


%-L=1 | (XXXV) 


$ 28. Investigación de la forma de la hipérbola 
según su ecuación 


1”. Resolvamos la ecuación de la hipérbola (XXXV) 
referida a y. 


y=-2yY Br (1) 


Los valores de y son números reales, si 1? — a? > 0 
o sea, si lr] > a. 

Si —a <x< + a, alos valores de x corresponden valo- 
res imaginarios de y; por ello, si trazamos las rectas r = 
= —a y x= q (fig. 38), en la franja infinita comprendida 
entre estas rectas no hay puntos de la hipérbola. Así pues, 
la hipérbola no se corta con el eje Oy. 

Si xr = + a, tendremos x? — a? = Qe y = 0. Los puntos 
A (a, 0) y Ayl(—a, 0) son los puntos de intersección de la 
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hipérbola con el eje de las abscisas y se llaman vértices 
de la hipérbola. La cuerda A¡4 = 2a se llama eje real de 
la hipérbola. 

A cada valor de x en los intervalos —o <zx< -—a 
y +a<ux<oo corresponden dos puntos de la hipérbola 
situados a uno y otro lado del eje Ox. a una distancia de 
éste igual al valor absoluto de y, porque a cada valor de z, 
en estos intervalos, corresponden dos valores de y, de 
igual valor absoluto y signo contrario. La hipérbola es una 
curva, simétrica respecto al 
eje Ox. 

Al crecer x desde a hasta 
+oo, el valor absoluto de y 
crece de O hasta el infinito. 
Al disminuir x desde —a has- 
ta —oo, el valor absoluto de y 
crece también, y al mismo 
tiempo toma sucesivamente 
los mismos valores que al 
aumentar x desde a hasta +- 00, 
puesto que en la ecuación (1) 

Fig. 38 x está elevada solamente al 

cuadrado y debido a esto, 

V Ene =V (Hoi=a?, (le] > a). Así pues la hipér- 

bola está formada por dos ramas de igual forma, simétricas 

respecto a los ejes Ox y Oy, situadas una a la derecha de 

la recta x = a, y la otra a la izquierda de la recta x = —a, 
y ambas se prolongan indefinidamente. 

Hacia arriba y hacia abajo del origen O marcamos en 
el eje Oj segmentos de magnitud b. Por la fórmula (XX XIV) 
se ve que el segmento de longitud b es un cateto del trián- 
gulo rectángulo, en el cual la hipotenusa es igual a c, y el 
otro cateto es igual a a. El segmento B,B = 2b se llama 
eje imaginario de la hipérbola. Los puntos B, y B se llaman 
vértices imaginarios de la hipérbola. 

27, Puesto que en la ecuación de la hipérbola (XX XV) 
las coordenadas variables x, y figuran elevadas solamente 
al cuadrado, si el punto (z, y) pertenece a la hipérbola, 
a ésta también le pertenece el punto (—x, —y), que es 
simétrico respecto al origen de coordenadas O. Por ello, 
el origen de coordenadas O, es el centro de la hipérbola. 

3”. Si se toma como eje real el segmento B,B = 2b, 
y como eje imaginario el segmento A,A = 2a, la ecuación 
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de la hipérbola adopta la forma: 


2 2 2 2 
Yi T y 
MA ir e 


y la propia hipérbola toma la forma representada en la 
figura 38 en líneas de trazos. 
Las dos hipérbolas cuyas ecuaciones son: 


y? y? al y? 
aa o 2, 


se llaman conjugadas. 


$ 29. Construcción de la hipérbola 


1. Por medio de un movimiento con- 
tinuo (fig. 39). Se dan 2a y 2c. Se toma una regla y en su 
extremo se fija un hilo. El otro extremo de la regla y el 
del hilo los sujetamos con cierta 
holgura para que puedan girar 
(con alfileres, por ejemplo) en 
los focos F, y F respectivamente. 
El hilo debe ser tan largo que 
la diferencia entre la longitud de 
la regla (F,N) y la del hilo (4. MN) 
sea igual a 24. Con la punta de un 
lapicero se estira el hilo de tal 
modo que la regla coincida con 
la recta F,F; entonces, la punta 
del lapicero se hallará en el 
vértice A de la hipérbola. Después trazamos una Curva, 
manteniendo el hilo tirante mientras se mueve el lapicero 
sobre el papel. Por este procedimiento se traza una rama de 
la hipérbola en dos etapas: al principio a un lado de la 
recta F,F, y después, al otro. 

Para trazar la otra rama de la hipérbola hace falta 
pasar el centro de rotación de la regla, del foco F, al foco F, 
y el extremo libre del hilo se ajusta en el foco F,. 

2.Construcción por puntos (fig. 40). 
Se dan 2a y 2c. En una recta se marca el segmento F,F = 2e 
y se divide por la mitad. A la izquierda y a la derecha del 
centro O, obtenido de este modo, marcamos en la recta 
F,F dos segmentos OA, y 04, iguales a a. Estos formarán 
el eje real A¡4 de la hipérbola. 


Bl) 


En la prolongación del eje real tomamos a la derecha 
del foco F (o a la izquierda del foco F,) una serie de puntos 
Ci, Ca, Ca, ... Se traza desde los focos F' y F,, como si fue- 
ran centros, arcos pequeños (cada vez, uno de ellos más 
arriba de la recta A,A, y otro más abajo de ésta) al prin- 
cipio con un radio igual a 4,C, y después con un radio 
igual a CA. La intersección de estos arcos nos da cuatro 

puntos de la hipérbola (en la 

figura todos ellos están señalados 

con la cifra 1). 

Los puntos 1 pertenecen a la 
hipérbola porque la diferencia 
de los radios vectores de cada 

x uno de éstos es igual a 2a: 


¡1F,—1F|=| A/C, —C¡A|= 


=A,A= 24. 
Repitiendo para los puntos 
Fig. 40 Ca, C3, ... respectivamente las 


mismas operaciones que en el caso 
del punto C,, cada vez se obtendrán cuatro puntos de la hipér- 
bola (en la figura están señalados con las cifras 2, 3, ...). 

Después de determinar por medio de tal procedimiento 
el número suficiente de puntos de la hipérbola, se traza 
siguiendo estos puntos, a mano o con una plantilla, una 
curva continua. 

3”. Si se dan los semiejes de la hipérbola a y b, hay que 
empezar por encontrar c. Para esto es suficiente construir 
un triángulo rectángulo, cuyos Ccatetos sean iguales a los 
semiejes a y b; la hipotenusa de este triángulo será igual 
a c, porque en la fórmula (XXXIV) resulta que a?4-b? = e?. 


$ 30. Asíntotas de la hipérbola 


Estudiemos la posición recíproca de la recta (fig. 41) 
b 
y= pe (1) 


y de la rama derecha de la hipérbola en el primer cua- 
drante. Representemos la ecuación de la hipérbola (XX XV) 
del siguiente modo: 


a 0) 
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Se entiende por x una abscisa elegida arbitrariamente en 
el intervalo a <x < +00, Sustituyendo este número xr en 
la ecuación de la recta (1) y en la ecuación de la rama de 
la hipérbola (2), encontramos el valor de la ordenada del 
punto, cuya abscisa es igual a x, situado en la recta (1) 
y en la hipérbola (2). Indiquemos a éstas con ya, € yn res- 
pectivamente, es decir, 


b 
Ya=-7 %» 
3 2 2 
=-=Vr — dir. 
Como a2>0, >Vzit—a? e 
Ya >Y 


La ció de las ordenadas es 


b 2 2 
Ya—Yn=- 2—2yz =a?, 


blx— 2__g2 . 
jo E ya e Fig. 41 


Racionalizando el numerador del quebrado, se tiene: 


> A VA) 4 Y 22) _ 
Ya Yh= a(2+ Y2—a*) 


db (12— 12-12) ab 


a(a+ Vila) + Yzx2—a? 

El numerador ab del quebrado obtenido es un núme- 
ro constante; la magnitud del denominador x + Y 1i—a? 
depende del valor de x, y aumenta al crecer x. En consecuen- 
cia, la diferencia ya—y, disminuye al crecer el valor de x. 
Al aumentar indefinidamente el valor de x, la diferencia 
Ya—Yn tiende a cero. 

Supongamos que al valor elegido de x corresponde en 
la recta el punto P, y en la hipérbola, el punto M. La 
diferencia Ya—Yy, = MP. Bajemos del punto M una per- 
pendicular MQ, a la recta OP. En el triángulo rectángulo 
MOP ZPMO = Zx0P = p, 

MQ = MP .cos q. 


Como cos es un número constante y MP = Ya—Yn 
tiende a cero cuando zx crece indefinidamente, también MQ 
tiende a cero al aumentar x ilimitadamente. 
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Se llama asíntota de la curva a la recta que posee la 
propiedad de que la longitud de la perpendicular, bajada 
a la recta desde un punto de la curva, tiende a cero cuando 
el punto se aleja indefinidamente por la rama infinita 


de la curva. Por lo tanto, la recta y = 2 es la asíntota 


de la rama derecha de la hipérbola. Esta es asimismo la 
asíntota de la rama izquierda de la hipérbola. 


La recta y =— > x es también asíntota, tanto de la rama 


derecha como de la rama izquierda de la hipérbola. Esto 
se debe a la simetría de la hipérbola 
respecto a los ejes de coordenadas. 
Por lo tanto, la hipérbola tiene 
dos asíntotas: 
1) 
=> 


z (XXXVI) 


Para trazar las asíntotas de una 
hipérbola es suficiente construir un 
rectángulo, cuyos ejes de simetría 
Fig. 42 sean los ejes de la hipérbola, y trazar 
sus diagonales (fig. 42). Como las 


ñ Ñ b % 
ecuaciones de estas diagonales son y = + 7% prolongándo- 


las indefinidamente obtenemos las asíntotas de la hipérbola. 
La rama derecha y la izquierda de la hipérbola se en- 
cuentran dentro de los ángulos que forman las asíntotas y = 


b b . e 
= + ey =—-_ Y On su intersección, y prolongadas 
indefinidamente se acercan a dichas asíntotas. 


La hipérbola 0 E —1, que es conjugada a la dada, 
al  p2 
2 y 


a a= 1, tiene las mismas asíntotas que ella. 


$ 31. Excentricidad de la hipérbola 


1”. El valor de la razón de la distancia focal 2c respecto 
al eje real 2a de la hipérbola se llama su excentricidad 
y se señala con la letra e, 


on 
a 
Puesto que c>a, e >. 
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De la fórmula (XXXIV) resulta que c = Y a? + B?, 
Sustituyendo este valor de c en la fórmula de la excentri- 


cidad, se tiene: 
e=y 1 +(7) (XXXVIla) 


Según esta fórmula resulta que manteniendo invariable 
la longitud del eje real 2a y disminuyendo la longitud del 
eje imaginario 2b, la excentricidad de la hipérbola se 
aproximará a 1. Por otro lado, cuanto menor sea b, tanto 
menor será el ángulo formado 


e= VE” xxxvm ó 


por las asíntotas (la razón 2-1 p 


y tanto más aplastada estará 
la hipérbola en dirección ver- 
tical (fig. 43). 


2%. Al obtener la ecuación de la 
hipérbola ($ 27) se ha encontrado la 
igualdad (2): 


[o] 


q ae= Voy? 
En ésta, Y (x—c)?+y? =MF, es Fig. 43 


decir, representa al radio vector del 


punto M de la hipérbola. Designémoslo con la letra r; la razón = =€, 


La igualdad se puede escribir así: 


r=er—«a 


Designando el segundo radio vector con ri, MF,=ry, se tiene: 


r¡=er+4 


Los valores de r y r, obtenidos por medio de estas fórmulas serán 
positivos si los valores de x son positivos, y negativos, si los valores 
de x son también negativos. Como r y r¡ representan las longitudes 
de los radios vectores, las expresiones numéricas de éstos tienen que 
ser positivas. Por lo tanto, al determinar las r y ri de los puntos de 
una hipérbola, con abscisas negativas, hay que tomar el segundo miem- 
bro de las fórmulas de r y rz en su valor absoluto. 
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$ 32. La hipérbola equilátera 


La hipérbola se llama equilátera si tiene iguales 
sus semiejes, es decir, si b = a. 
2 2 
Sustituyendo en la ecuación 5 — : = Ab por a, se 
obtiene la ecuación de la hipérbola equilátera: 


(XXXVII) 


a2—y=a? 


Poniendo b=au en las ecuaciones de las asíntotas 
(XXXVI), se hallan las ecuaciones de las asíntotas de la 
hipérbola equilátera: 


Las asíntotas de la hipérbola equilátera son las bisec- 
trices de los ángulos del sistema de coordenadas y, por lo 
tanto, son perpendiculares entre sí, porque si tg = +1, 
se tiene p = 45” y 135”. La excentricidad de cualquier 
hipérbola equilátera es un número constante, 


AA Ya. 


$ 33. Fórmulas de transformación de las coordenadas 


1%. Caso de traslado paralelo de los 
ejes de coordenadas. 

Se tienen dos sistemas de coordenadas x0y y xYO'y' 
(fig. 44), y el origen del segundo sistema O” tiene, respecto 
a los ejes del primer sistema, las coordenadas (a, b), y las 
direcciones de los ejes de ambos sistemas son iguales, es 
decir, el eje O'x” es paralelo al eje Ox y el eje O'y' es para- 
lelo al eje Oy, y las direcciones positivas de los ejes semejan- 
tes son iguales. Conociendo las coordenadas del punto M 
respecto a un sistema se pueden encontrar las coordenadas 
de este punto respecto al otro sistema. 

En efecto, si (x', y') son las coordenadas del punto M 
respecto al sistema x'0'y' y (x, y) respecto al sistema rOy, 
tendremos que según la figura 44 y en virtud de la regla 
del $ 3, 3 


=zx—a; y =y—b (XXXIX) 


_—_—_— 
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2. Caso de rotación de los ejes de 
coordenadas. 

Supongamos que el punto M (fig. 45) en el sistema de 
coordenadas x0Oy tiene la abscisa - = ON y la ordenada 
y = NM. Hagamos girar el sistema de coordenadas Oy 
alrededor del origen O de tal manera que la nueva direc- 
ción del eje de las abscisas Ox” forme con la dirección 


NP 


Fig. 44 Fig. 45 


anterior de Ox el ángulo a. El ángulo a se llama ángulo 
de rotación; su valor es positivo si la rotación del eje Ox 
se efectúa en dirección contraria a la de las aguajas de un 
reloj, y es negativo si la rotación del eje Ox se efectúa en 
la misma dirección de las agujas del reloj. 

Indiquemos por medio de a” e y” las coordenadas del 
punto M respecto a los nuevos ejes (+ = ON”, y" = N'M) 
y expresemos las coordenadas primitivas xr, y mediante las 
nuevas 2”, y”, del siguiente modo: 


según la figura 45 


2=0N=0P—NP=0P-—QN', y=NM=NQ4QM= 
=PN'+QM; 
en el triángulo OPN”' 
OP=x'-c08s0w, PN'"=x'.sen a; 
en el triángulo QN'M 
QN'=y'“-sena, QM = y'-cos ar; 


de donde 


<= cosa—y' sena; y=x'sena-+y”-cosa| (XL) 
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$ 34. Ecuación de una hipérbola equilátera 
referida a las asíntotas 


La ecuación de la hipérbola equilátera en el sistema 
xOy (fig. 46) es: 


?—yz=a?, 


Hacemos girar el sistema de coordenadas x0Oy alrededor 


del origen O, como centro, en un ángulo a = —45”. Enton- 
ces, los nuevos ejes de coordenadas Ox” y Oy” serán respecti- 
vamente la asíntota y = —xz y la asíntota y = +x. Según 


la fórmula (XL), para cada punto de la hipérbola equi- 
látera dada, tenemos: 
x=x' cos (—45”) — y” «sen (—45”) = 
e A e DA 
EAS Y 
y =x' -sen (—45% + y” -cos (— 45) = 


=—e 


donde x', y' son las coordenadas del punto (x, y) de la hi- 
pérbola respecto a los nuevos ejes. Sustituyendo estos valo- 


y 1 res de x e y en la ecuación 
ES x2—y?=a?, tenemos: 
(24y02_ (y — 92 _ a? 
o ie ai E 
De aquí se obtiene: 
4x'y' =2a?, 
.., al 
vy == (XLI) 
x 
Fig. 46 Esta es la ecuación de la 


hipérbola equilátera cuando 
las asíntotas hacen de ejes de coordenadas. 


2 
Representando < por medio de k y omitiendo los rasgos 
P 2 


de las coordenadas variables x', y”, a la ecuación obtenida 
se da la forma: 


zy=k. 
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Se ve pues que la hipérbola equilátera, cuya ecuación 
está referida a las asíntotas, representa la gráfica de la 
función inversamente proporcional. 


$ 35. Ejemplos de resolución de problemas 
sobre la elipse y la hipérbola 


1% Formar la ecuación de la elipse, siendo el eje mayor igual 
a 10 y la excentricidad e = 0,8. 

Solución. Para formar la ecuación de la elipse hace falta 
tener los valores de los semiejes a y b. Se sabe que: 


c 
2a=10 y e=7=08. 


De donde a=5, c=0,8-4:=4. 
Por la fórmula b3= a2-—c2 encontramos b2 
db1=52—42=9, 


Sustituyendo en la ecuación (XXXI) a? y b2 por los números 
25 y 9, obtenemos la ecuación de la elipse: 


2 2 
FAGO 9724 25p2=225, 


2%, Formar la ecuación de la hipérbola que tiene como asíntotas 
las rectas y = + E x y pasa por el punto (—5; 2). 
Solución. Comparado las ecuaciones dadas de las asíntotas 


con arta, 5* 


La hipórbola pasa por el punto (—5; >, por ello, sustituyendo 
en la ecuación de la hipérbola (XX XV) las coordenadas variables 


por las dadas, obtenemos la igualdad = Gl. Resulta el siguiente 
sistema de ecuaciones: 
B23,2B_4_, 
al 


Resolvemos este sistema respecto a a y b del siguiente modo: 
de la primera ecuación hallamos que == Y sustituyendo en la 


segunda, obtenemos: F—E-1 De donde b2=5. Sustituyendo en 
la segunda ecuación b2 por el número 5, 2-1, hallamos que 


ad = e. Los valores obtenidos de a? y b? los sustituimos en (XX XV) 
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y resulta la ecuación buscada de la hipérbola: 


ci 00 2—25y? 
1575 =th o sea 912— 25y?= 125, 
9 


3%. Hallar por medio de la ecuación de la elipse 5x2 + 9y2= 
=180 sus ejes y su excentricidad. 
Solución. Reduzcamos la ecuación dada a la forma: 
2. y 


rai 


Para eso la dividimos por 180: 
542 9y2 2 y 
sort 3+p=! 
De donde: 


La excentricidad: 


_YAA_ YB _4_2 
a 


6 NS 
Resultado: Los ejes: 12 y 4/5, la excentricidad: ER 


4%, Escribir la ecuación de una hipérbola equilátera, sabiendo 

que sus asíntotas son respectivamente paralelas a los ejes de coordena- 

as; dicha hipérbola pasa por el punto (2; 3), y su centro se encuentra 
en el punto (1; —1). 

Solución. Designemos el sistema de coordenadas en que son 
dados los puntos (2; 3) y (1; —1), por zOy. Realicemos una transla- 
ción del eje r0y, al nuevo origen de coordenadas (1; —1), que es 
centro de la hipérbola y también el punto de intersección de las asínto- 
tas, y designemos al nuevo sistema por x'0'y”. En el sistema x'0'y' 
la ecuación de la hipérbola equilátera será 

ay ak, (+) 
De acuerdo con las fórmulas (XXXIX) tenemos: 
muii, y'=y+1. 


Insertando estos valores x' e y' en la ecuación (*), resulta la 
ecuación de la hipérbola dada en el sistema x0y: 


=D (U+0=k. (++) 


Ya que el punto (2; 3) pertenece a la hipérbola, sustituyendo los 
valores de sus coordenadas en la ecuación (**), resulta la igualdad 


(2—1)-(3+1)=k. 
De aquí k==4 y la ecuación buscada de la hipérbola es 
(21) (241)=4, 
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5—az 


1” 


4 
lei e A 


5%, Demostrar que la gráfica de la función lineal general y = 
= ES donde c +0, es una hipérbola equilátera. 

Solución. Separemos la parte entera de la fracción, divi- 
diendo ax + b entre cx + d, por la regla de división de polinomios, 


E a ad  bc—ad 
y entonces obtenemos como cociente pra y como resto b-—- = = - 


Después de esto escribiremos la ecuación en la forma 


y== A :(cr+d), 
y—-2= E AT oa : (+2) : 
(+2) 15) Li. 
Si suponemos que 
+=, y=t=y y tt =k, 


resulta la ecuación de la hipérbola equilátera: 
ay” = k 


en el nuevo sistema de coordenadas x'0'y” que se obtiene por la tras- 


A : : a 
lación del sistema x0y al nuevo origen O” (- ones 


$ 36. Parábola 


Definición. Se llama parábola el lugar geométrico 
de los puntos del plano que equidistan de un punto dado 
(foco) y de una recta dada (directriz). 

Según la definición, si F' es el punto dado, llamado foco 
de la parábola (fig. 47), KL es la recta dada, denominada 
directriz de la parábola, M es cualquier punto de la parábola 
y MN, la perpendicular bajada del punto M a la recta 
KL, se tiene que 

MF =MN. 


$ 37. Ecuación de la parábola 


1”. Admitamos como eje Ox (fig. 47) la recta que pasa por 
el foco F, perpendicular a la directriz K£L, y como origen de 
coordenadas, el punto O, es decir, el punto medio de la dis- 
tancia, AF del foco F a la directriz KL. 


5—523 65 


, Supongamos que la dirección de A a F coincide con la 
dirección positiva del eje Ox. Tomemos 


AF=p, p>-0. 
Al elegir estos ejes, el foco F tendrá las coordenadas 


(7.0) , el punto M (z, y) y el punto N(—%, y). 


Mr=Y (a-2) 4y, 
MN=Y/ (2+2). 
Puesto que MF =MN: 


(04) +11= (244) 
De donde: 


2 2 
Fig. 47 Pp y 084 pa e, 


Eliminando x? y E y pasando — px al segundo miembro 
de la igualdad, obtenemos la ecuación canónica de la pa- 
rábola: 

y?=2px | (XLID) 


El número p se llama parámetro de la parábola. 

2%. La distancia desde el punto M al foco F' se llama 
radio vector del punto M. Indicando el radio vector del 
punto M con r, se obtiene: 


r=+ 5 , 


ya que r= MF, y MF = MN =x+4 5. 


$ 38. Investigación de la forma de la parábola 
por medio de su ecuación 


4%. De la fórmula de la parábola (XLII) se tiene que: 
y=-+V 2px. 


Puesto que se ha tomado por p un número positivo, los 
valores de y pueden ser reales solamente si x > 0. Si x =0, 
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se tiene y = + V2p-0 = 0. El origen de coordenadas 
O (0, 0) pertenece a la parábola y se llama vértice de la misma. 
y? = 2px es la ecuación de la parábola referida al vértice. 

A cada valor de x enel intervalo 0 <x < +00 corres- 
ponden dos puntos de la parábola, situados a ambos lados 
del eje Ox, alejados de ésta a una distancia igual al valor 
absoluto de y, puesto que a cada 
valor de x en este intervalo correspon- 
den dos valores de y, de igual valor 
absoluto y de signo contrario. La 
parábola es una línea curva, simétrica 
al eje Ox. El eje Ox se llama eje de 
la parábola. 

Al aumentar x desde O hasta +00, 
los valores de y crecen en valor abso- 
luto desde O hasta co. La parábola 
es una curva abierta e ilimitada. 
La parábola tiene la forma repre- 
sentada en la figura 47. 

27. La distancia desde el vértice de la parábola O hasta 
su foco F' se llama distancia focal de la parábola. La distancia 


focal de la parábola OF = >> 
La directriz de la parábola es perpendicular a su eje; 
la ecuación de la directriz de la parábola es: x = h. 


3”. Si la dirección de A a F (fig. 48) es contraria a la 
dirección positiva del eje Ox, 


Fig. 48 


AF =p, y, además, p<O0, 


la expresión algebraica de las coordenadas de los puntos 
F, M y N será la misma que en el primer caso (1), y, por eso, 
la ecuación de la parábola conservará la forma 


y?=2px. 
4”. Si en la ecuación de la parábola permutamos las coor- 
denadas variables x e y, resulta: 


1? =2py 


(XLITI) 
El eje Oy sirve de eje de simetría de esta parábola. Si 


p > 0, la parábola está situada encima del eje Ox (fig. 49), 
y si p <0, se encuentra debajo del eje Ox (fig. 50). 
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Es conveniente tener presente que sirve de eje de la 
parábola el eje de coordenadas homónimo de la coordenada 
variable, que figura en la ecuación de la parábola con 
potencia de primer grado. 


Fig. 49 Fig. 50 


5”. De la ecuación x? = 2py se deduce que: 


pad 1 2 
y=>3p* : 


Haciendo a = a, se tiene: y = ax?, la ecuación de la 


parábola, conocida ya del álgebra. 
6”. Advertamos que la parábola no tiene centro. 


$ 39. Construcción de la parábola 


17. Con un movimiento continuo 
(fig. 51). Se da p, el parámetro de la parábola. Se trazan dos 
rectas KL y Ox, perpendiculares entre sí, y se toma una de 
ellas (XL) como directriz, y la otra (Ox), como eje de la 
parábola. Se indica el foco F, marcando con un compás 
en el eje Ox, a partir de la directriz KL, la distancia AF, 
igual a p. Se coloca una regla a lo largo de la directriz; 
luego se pone el cateto menor de una escuadra a lo largo de la 
regla. En el vértice del ángulo agudo B, opuesto al cateto 
menor de la escuadra, se sujeta un hilo, y el otro extremo del 
hilo se sujeta en el foco F'; la longitud del hilo BF tiene 
que ser en este caso igual al cateto mayor de la escuadra. 
Estirando el hilo con la punta de un lapicero, como se 
indica en la figura 51, se traza una curva, manteniendo el 
hilo estirado mientras se mueve el lapicero sobre el papel, la 
punta del lapicero junto a la escuadra, y ésta en contacto 
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con la regla. Cada punto M de esta curva pertenece a la 
parábola, porque MN = MF. 

2. Construcción por puntos (fig. 52). 
Partiendo de que la distancia de cualquier punto de la pará- 
bola a la directriz es igual al radio vector r, y de que 


r=a+ E, 


se deduce el procedimiento de determinación de los puntos 
de la parábola. Al encontrar, como en el caso anterior, la 
directriz, el eje, el foco y el vértice de la parábola, tra- 
zamos la recta P,Q,, paralela a la directriz, de tal modo 


Fig. 51 


que corte al eje de la parábola en el punto C,. Después, con 
un radio igual a la distancia AC, de la paralela P,Q,, 
a partir de la directriz KZ trazamos desde el foco F', como 
centro, arcos pequeños, uno más arriba del eje Ox y otro 
más abajo de él, de tal manera que corten a la paralela 
P¡Q,. Los puntos de intersección (en la figura 52 están 
señalados con la cifra 1) pertenecen a la parábola, porque 
para cada uno de ellos 


r=AC¡= +2. 


Trazando algunas otras rectas, P2Q, P3Q3, etc., para- 
lelas a la directriz KL, y repitiendo para cada una de ellas 
las mismas operaciones de determinación de los puntos que 
en el caso de la recta P,Q,, cada vez se obtendrán dos puntos 
de la parábola (en la figura están señalados respectivamente 
con las cifras 2, 3, ...). 
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Observemos que al construir la parábola se deben acer- 
car los puntos C,, Cz, Cz... al aproximarse éstos al vértice O, 
y alejarlos a medida que se apartan a la derecha del vértice 
a lo largo del eje Ox. 

Cuando se ha señalado el número suficiente de puntos, 
trazamos, siguiendo dichos puntos, bien a mano o con una 
plantilla, una curva continua poco cerrada, que es la pará- 
bola. 


$ 40. Ecuación de la parábola en el caso de traslación 
paralela de los ejes de coordenadas 


1”. Supongamos que el vértice de la parábola está situado 
en el puto O” (a, b) y que el eje de la parábola es paralelo 
al eje Oy (fig. 53). Figurémonos un sistema de coordenadas 
x'O'y', cuyo origen es el vértice 
de la parábola O” (a, b), el eje 
Oy ll Oy es el eje de la o 
el eje O'x” || Ox. En el sistema 
de coordenadas x'O'y', la ecua- 
ción de la parábola es: 


1?*=2py", 
y en el sistema x0y: 


Fig. 53 (1— a) =2p (y — b), | (XLIV) 
porque para cada punto M de la parábola, según la tfór- 
mula (XXXIX), tenemos: 

=zx—a, y =y—b. 


Si el vértice de la parábola es O” (a, b) y el eje de la 
parábola O'x” es paralelo al eje Ox, la ecuación de la pa- 
rábola será la siguiente: 


(y—b)= 2p(2—a)| (XLV) 


2”. Resolvamos la ecuación (XLIV) respecto a y: 


1 
y=>3, (a)? +b, 
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1 a al 
= q x b. 
y 2p ” + 23p + 
a 1 a al E 
Indicando ap 74, = 3, y Tos se tiene: 


y =4Ax* + Br4C, (XLVI) 


es decir, la parábola (x — a)? = 2p (y — b) es la gráfica de 
la función cuadrada y = Ax? 4 Bx + C. 
3”. Si en la ecuación de segundo grado con relación a las coordenadas 
2, y: 
Ax2+Bxy4-Cy?- + Dx+4Ey+F =0, 


faltan el segundo y tercer (o el segundo y primer) términos, representa 
una parábola con el eje paralelo al eje Oy (o paralelo al eje Ox). 

Esta condición es necesaria. En efecto, la parábola, cuyo eje es 
paralelo a Oy, se expresa mediante la ecuación (XLVI): 


y=Axr24 Br4C=0, o Ar? + Br—y4-C=0, 


o sea, por medio de la ecuación general de segundo grado con rela- 
ción a las coordenadas x, y, en la cual faltan el segundo y tercer tér- 
minos. 

Esta condición es suficiente. En efecto, dividiendo la ecuación 


A 4 Dr4-Ey+F=0 
por A: 
D E F 
2 — — —= 
Pq rt q +0, 
y pasando los dos últimos términos al segundo miembro, se tiene: 
D E F 
1 e o 
ed E UE 
completamos mia hasta el cuadrado de un binomio, 


DD E FDr 
2 ai A A y an 
“+li tz CAY AA 


después de fransformar obtenemos una ecuación que representa una 
parábola, con el eje paralelo a Oy: 


Dy? E D?2-—4AF 
tal 
(+2) == a) 

+34) “ CAN TAE )* 
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y cuyo vértice tiene lás coordenadas 


a 2 y P4AF 
24” 4AE  ” 
y el parámetro: 
E 
P=—24* 


$ 41. Ejemplos de resolución de problemas 


19, Formar la ecuación de la parábola con el vértice en el origen 
de coordenadas, conociendo las coordenadas del foco (—2; 0). 

Solución. Según la condición, el foco de la parábola está 
situado en el eje Oz y el vértice se encuentra en el origen de coordena- 
das, por lo tanto, la ecuación de la parábola es: 


y?=2px. 
La distancia focal de la parábola OF=5=-—2, Por lo tanto 
2p= —8, y la ecuación buscada de la parábola es: 
y?= —8z, 


2”. Formar la ecuación de la parábola, conociendo la ecuación 
de su directriz y = —3, y las coordenadas del foco (4; 1). 

Solución, Según la condición, la directriz es paralela al eje 
Ox, por lo tanto, el eje de la parábola es pelo al eje Oy y su ecua- 
ción es  = 4, El punto de intersección de la directriz con el eje de 
la parábola es A (4; —3). El parámetro p es la distancia desde el 
punto A (4; —3) hasta F (4; 1) y se determina según la fórmula I, $ 3: 


p=1—(—3)=4. 


El vértice O (a, b) es el punto medio del segmento AF. Según la fór- 
mula V, $4: 


La ecuación de la parábola dada tiene la forma: 
(1—a)?=2p (y —b). 
Sustituyendo en ella a db, p por los valores obtenidos, resulta: 
(1—4)2=8 (y4-1), o 12—8r—8y+8=0. 


3”, Determinar las coordenadas del vértice y el valor del pará- 
metro de la parábola cuya ecuación es: 


y? +57 —6y +14=0. 


Hállense también las coordenadas de su foco y la ecuación de la 
directriz. 
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Solución. Primer método. Trasladamos el origen de coordena- 
das al vértice de la parábola O” (a, b), sin alterar la dirección de los 
ejes, y representamos el sistema obtenido por medio de z'0”y'. Según la 
fórmula (XXXIX) se obtiene: 


a a, y=y'+b (XXXIX a) 


Sustituyendo en la ecuación dada los valores de x, y por x*, y” 
resulta la ecuación de la parábola relativa al vértice: 


(y +0b)245 (240) —6 (y*+b)+14=0, 


y 2+2by'+024+52' +50 —6Ey' —6b 4 14=0, 


y 2+52'+(20—6) y" + (5a—6b+b24 14) =0. (1) 


Pero la ecuación de la parábola referida al vértice O” tiene 
la forma: 


y 2=2px", o y 2—2px'=0. (2) 
Para que las ecuaciones (1) y (2) sean idénticas, es necesario que: 
1) 22—6=0, 2) 5a—6b+b24+14=0 y 3) 5= -—2p. 


De la primera condición tenemos que b=3. Sustituyendo b=3 
en la segunda condición, resulta: 


5a—6:34+32414=0, 4=-—1. 
De la tercera igualdad se deduce que p = 3 . 
Por lo tanto, la parábola dada tiene el vértice O” (—1; 3) y el 
parámetro p = — 7: El signo negativo del parámetro indica que el 


eje de la parábola, siendo paralelo al eje Ox, tiene la dirección con- 
traria a la dirección positiva del eje Ox. 
El foco de la parábola respecto al sistema de ejes 1'0'y? con origen 


en el vértice de la misma, tiene las coordenadas 7 . 0) , y el vértice O” 


tiene, respecto a los ejes dados r0y, las coordenadas (a, b). Las coor 
denadas del foco relativas al sistema dado de coordenadas x0y se 
obtienen aplicando la fórmula (XXX IXa): 


5 í 
Stoco= + a= ai —2 > Ytoco=0-+b= 3. 


Por consiguiente, la parábola dada tiene el foco F (23: 3) . 
La ecuación de la directriz referida al sistema de ejes que tiene como 


origen el vértice O” (a, b) es la siguiente: 1” = A Aplicando la 
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fórmula (XXXIXa), obtenemos la ecuación de la directriz: 


E 2 A EA PE 
ty ( 7) => 


El procedimiento expuesto de transformación de la ecuación 
dada en ecuación canónica, puede aplicarse para determinar los pa- 
rámetros de la ecuación de cualquier curva de segundo orden, sola- 
mente si la ecuación no tiene término con el producto zy. 

Segnndo método. Reducir la ecuación 

y? +51—6y +14=0 
a la forma 
(y +0)2=2p (2+ a). (1) 

Para esto se pasan 5x y 14 al segundo miembro de la igualdad: 

y2—6y = —5x—14, 


y completamos el primer miembro hasta el cuadrado de un binomio, 
sumando 9. Se obiene: 


(y —3)2=—5 (141). (2) 
Comparando las ecuaciones (1) y (2) llegamos a la conclusión 
que a = —1, b= 3; 29 = —5, es decir, la parábola tiene el vértice 
O” (—1; 3) y el parámetro p = e 
La solución ulterior es análoga a la del primer método. 


$ 42. Las curvas de segundo orden como secciones 


1”. Si una recta infinita SA (fig. 54) se traslada en el 
espacio de tal modo que pase constantemente por un punto 
S y se deslice por cierta curva ÁCBD, la superficie que 
engendra la recta SA en este caso se llama cónica o sim- 
plemente cono. La curva ACBD se llama en tal caso directriz; 
la recta SA se llama generatriz del cono, y el punto S, vértice 
del cono. Si la directriz del cono tiene como centro O, la 
recta SO, que une el vértice con el centro, se llama eje del 
cono. La superficie cónica está compuesta de dos partes, 
que se extienden indefinidamente desde el vértice S 
a ambos lados. 

Ocupémonos del cono circular recto. Se obtiene este cono 
si hace de directriz ABCD una circunferencia, y si el vér- 
tice S se"encuentra en la perpendicular al plano del círculo 
ACBD, trazado por su centro; en este caso la perpendicu- 
lar OS sirve de eje del cono. La sección del cono a través 
del plano que pasa por el eje SO se llama sección axial del 
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cono, y el ángulo ASB del vértice S situado en la sección 
axial del cono, se llama ángulo de la sección axial. 

2”. Tomemos en la superficie cónica un punto arbitrario Q 
(fig. 54), que no coincida con el vértice S; tracemos por él 
la sección axial ASQB y los planos PQ, P,Q, P2Q, P30Q, 
perpendiculares al plano de la sección 
axial ASQB. Pueden presentarse los 
siguientes casos: 

1) el plano secante PQ es perpen- 
dicular al eje SO del cono; la linea 
de intersección de éste con la super- 
ficie cónica es una circunferencia; 

2) el plano P,Q se corta con cada 
una de las generatrices en una parte 
del cono a una distancia finita de su 
vértice S (esto ocurre mientras el 
ángulo P,QB sea mayor que el ángulo 
ASB); la línea de intersección es en 
este caso una curva cerrada, una 
elipse; 

3) el plano PQ es paralelo 
a una generatiz, por ejemplo a SA, 
(LP2QB = ¿ASB), y se corta con 
las demás generatrices en una parte 
del vértice S; la línea de intersec- 
ción del plano secante con la superficie cónica es en este 
caso una curva abierta que tiene un punto alejado indefi- 
nidamente (una parábola); 

4) el plano P;Q es paralelo a dos generatrices del cono 
(en la fig. 54, SC y SD); en este caso corta a las dos partes 
del cono (£P¿QB < ZASB), y al cortarse con cada parte 
se forma una curva abierta, que son las ramas de una 
hipérbola. 

De este modo, la intersección de un plano con la super- 
ficie cónica se efectúa por una de las curvas de segundo 
orden. Por eso, las curvas de segundo orden se llaman tam- 
bién secciones cónicas. 


Demostremos que una sección cónica es una elipse si el plano se- 
cante PQ (fig. 55) se corta con cada generatriz del cono a un lado de 
su vértice $, 

Demostración. Inscribamos en el cono, a uno y otro lado 
del plano secante PQ, esfera, de tal modo qae el plano PQ sea tangente 
a esas esferas. Señalamos los puntos de contacto mediante F y Fjy. 
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Como las tangentes trazadas de cualquier punto dado a la esfera 
son iguales entre sí, resulta: 

a) todos los puntos de contacto con el cono de cada esfera inscrita 
están situados en un plano, perpendicular al eje del cono precisamente 
en el plano 4,B,C, para la esfera superior, y en el plano ABC para la 
esfera inferior; 

b) los segmentos de las generatrices del cono, situados entre estos 
planos, son iguales entre sí, es decir, 


AA¡=BB,=CC,¡=... =const. (1) 


En la línea de corte del cono con el plano PQ tomamos un punto 
arbitrario M, que unimos con los puntos F y F,. Los segmentos MF 
y MF, son tangentes respectivamente de 

Ss una y otra esfera. 

Tracemos por el punto M la generatriz 
SM, que es tangente de una esfera en el 
punto C y de la otra en el punto C,. 

De este modo, desde el punto M se han 
trazado a la esfera inferior y a la superior 
dos tangentes a cada una de ellas. A la 
inferior MF, y MC, siendo 


MF ¡=MC, (2) 
y A la superior MF y MC,, siendo 
MF =MC,. (3) 
Pao Sumando las igualdades (2) y (3), se 


. tiene: 
Fig. 55 MP +MF,=MC+4MC,¡=CC)j. 


No varía la longitud del segmento CC;1, según la igualdad (1), al 
desplazarse el punto M por la línea de corte del cono por el plano PQ. 
Por eso, la línea en que corta al cono el plano PQ posee la propiedad 
de que la suma de las distancias de cualesquiera de sus puntos M 
hasta los puntos F y F, es constante. Por lo tanto, esta línea es una 
elipse con los focos en los puntos F y Fjy. 

Del mismo modo se puede demostrar también que la parábola y 
la hipérbola son secciones cónicas. 


B. ELEMENTOS DEL CALCULO 
DIFERENCIAL 


CAPITULO IV 


TEORIA DE LOS LIMITES 


$ 43. La magnitud absoluta y sus propiedades 


Convengamos en que, aquí y en adelante, al expresar 
la palabra “número tenemos en cuenta un “número real”. 

1%. Definiciones. Se llama magnitud absoluta de 
un número positivo al propio número positivo, y se llama 
magnitud absoluta de un número negativo al número positivo 
contrario a éste. Se admite como magnitud absoluta de cero 
al propio cero. 

La magnitud absoluta de un número se señala colocando 
dicho número entre dos rayitas verticales. 

Según esto: |[7| = 7; | —3] = 3; JO] = 0. Si el número a 
es positivo, |ja| = a, y si a es negativo, la] = —a. 

2. Propiedades. 4. La magnitud absoluta de la 
suma de varios números no es mayor que la suma de las mag- 
nitudes absolutas de sus sumandos, es dectr, 


|Ja+-b]</]a]+101. 


En efecto, si los números a y b son positivos o los dos 
son negativos, para obtener su suma se suman sus magni- 
tudes absolutas y se les pone el signo común. La magnitud 
absoluta de la suma, por consiguiente, es igual a la suma 
de las magnitudes absolutas de los sumandos. Por ejemplo: 
a=—3, b= —1: 


K—3+(—D|=|-10/=10 y |-3|4+]—7|=3+7=10; 
(E9+(7D|=|-3/+1—71. 
17 


Si a y b tienen signos diferentes, al sumarlos se resta 
de la magnitud absoluta mayor la menor y se pone el signo 
del sumando que tiene mayor magnitud absoluta. Por 
eso, la magnitud absoluta de la suma es menor que la suma 
de las magnitudes absolutas de los sumandos. 

Por ejemplo, la magnitud absoluta de la suma de los 
números |(—7) + (+3)]| = |-4]| =4, y la suma de las 
magnitudes absolutas de estos mismos números |—7| + 
+ |43| = 7 + 3 = 10; es decir, 


(=D +(+3)|<]-7|+1+31. 
La propiedad demostrada puede hacerse extensiva a 
cualquier número constante de sumandos, O sea, 
a+ d+... Fan |<|a | +|bd21+... +lanl. 


2. La magnitud absoluta de la diferencia de dos números es 
mayor o igual que la diferencia de las magnitudes absolutas de estos 
números, es decir, 


Ja—5/>|4]—]5] o Ja—b/>|b|—/a] 
En efecto, Supongamos que 


a—b=c, 
De donde: 
a=b+4-<. 
Según lo anterior 
Ja|<]bI4+1c1. 


Despejando la c en la desigualdad, se tiene: 
¡el >]2a/—[51, 


[a—5|>]4]—]bl. 


Al cambiar el signo de un número no se altera su magnitud 
absoluta. Por eso 


|a—5b|=|b—a]. 
Pero, según lo demostrado 
¡[b=a|>]9]—|2 |. 
Por ello también es cierta la desigualdad: 
[a=b|>|0]—|0]1. 


Observemos que la diferencia |a|—|b| o J5]—|a] puede ser 
negativa. 
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3. La magnitud absoluta del producto es igual al producto 
de las magnitudes absolutas de los factores, es decir, 


|a-b|=]0|-10). 


4. La magnitud absoluta del cociente es igual al cociente 
obtenido al dividir la magnitud absoluta del dividendo por la 
del divisor, es decir, 

a 


b 


pal 

151 

5. La magnitud obsoluta de la potencia con exponente 
entero positivo es igual a la misma potencia de la magnitud 
absoluta de su base, es decir, 


|a”|=|ap”. 


Las propiedades 3, 4 y 5 se desprenden de las propieda- 
des de la multiplicación y de la división. 


$ 44. Magnitud infinitésima 


17. Definición. Una magnitud variable se llama 
infinitamente pequeña (infinitésima), si a partir de un mo- 
mento de su variación, la magnitud absoluta de su valor se 
hace menor que cualquier número positivo e dado y permanece 
siendo menor que él. 

2. Ejemplos. 4. El lado de un polígono regular 
inscrito es una magnitud infinitésima al duplicar indefini- 
damente el número de sus lados, porque en tal caso, el 
lado puede hacerse todo lo pequeño que se quiera, es decir, 
menor que cualquier número positivo e por pequeño que sea. 

2. Al crecer indefinidamente la magnitud absoluta de x 

: 1 
(por ejemplo, =p: 100 000 bo 0 Lt; 100 * 
— [0 q .) , el quebrado z es una magnitud infinitésima. 


En efecto, por pequeño que sea el número positivo dado e, 
al crecer |x| indefinidamente, llegará un momento a partir 


del cual |x | será mayor que ae y la magnitud inversa| | <e: 


1 
En 


1 
[>< y 


3. El quebrado Ez, en el que p es constante y |x| crece 
indefinidamente, es infinitésimo, porque siempre se puede 
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conseguir que [2|< ge para lo cual es suficiente tomar 
Pp 

lx] > el. 

3”. Indicaremos los infinitésimos con las primeras letras 
del alfabeto griego: a, f, y... 

Según la definición, a es una magnitud infinitésima si 

ja|<e, 

donde e es un número cualquiera dado, positivo y pequeño. 

4”. No debe confundirse una magnitud infinitésima con 
un número pequeño. Cualquier número pequeño c +0 
es invariable y siempre se puede hallar otro número posi- 
tivo e tal que |c] no sea menor que e. 

Por lo tanto, cualquier número pequeño c, distinto a cero, 
no es una magnitud infinitésima. 


$ 45. Magnitudes variables acotadas y sin cotas 


1". Definición. La variable x se llama magnitud 
acotada si a partir de cierto momento su magnitud absoluta 
se hace no mayor que un cierto número positivo m, 

[2] <m, (1) 
y continúa siéndolo. 

En caso contrario la variable x se llama magnitud sin 
cotas (no acotada). 

Para una magnitud sin cotas no se puede indicar un 
número m, para el cual, a partir de cierto momento, se 
cumple la desigualdad (1). Por el contrario, para una mag- 
nitud sin cotas variable existen tales valores para los cuales 
se cumple la desigualdad |x|>>»m, cualquiera que sea m. 

2%, Cualquier número dado puede considerarse como 
una magnitud acotada. 

3”. Cualquier magnitud infinitésima a es una magnitud 
acotada, porque la magnitud absoluta de «a, a partir de 
cierto momento, no sólo se hace menor que cierto número 
positivo determinado m, sino menor que cualquier número 
pequeño positivo e dado |a.|<e. 


$ 46. Propiedades principales de los infinitésimos 


17. Al cambiar el signo de una magnitud infinitésima 
por el contrario, la magnitud permanece siendo infinitésima. 

2.Teorema. Sia y $ son infinitésimos, su suma y su 
diferencia son magnitudes infinitésimas. 
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Demostración. En todo caso, por diferentes 
que sean los cambios de los valores de a y f en el proceso 
de aproximación de a y f a cero, por definición, llegará 
un momento a partir del cual la magnitud absoluta de los 
valores de cada una de ellas permanecerá siendo menor 


g 
que 3: 


lal<z y [BI<z5> 
y su suma, por lo tanto, permanecerá siendo menor que e, 
|a]+]8]<e. 
Pero Ja+B|<J|a]+]B] (843, 27. De donde: 
[a+p[<e. 


Por lo tanto, la suma a +- $ es una magnitud infinitésima. 

Como la magnitud infinitésima P al cambiar de signo 
sigue siendo infinitésima, la diferencia 4 — f que es igual 
a la suma de las infinitésimas a y —P. 


a—P=a+(—P), 


es también una magnitud infinitésima. 

3. La suma algebraica de varios infinitésimos es una 
magnitud infinitésima. 

Por ejemplo, a + PB — y +6 + E es un infinitésimo, por- 
que el resultado de cada adición o substracción de dos 
infinitésimos es una magnitud infinitésima. 

4. El producto de una magnitud acotada x por un infini- 
tésimo «a es una magnitud infinitésima. 

Demostración. En el proceso de variación de 
x y a (según la definición) forzosamente llegará un momen- 
to a partir del cual se mantendrán inalterables las desi- 
gualdades: 

[2]<m, (1) 


Jajl<ía (2) 


siendo m cierto número positivo determinado y para su 
producto se conservará la desigualdad 
[2|-Ja]<e. 
Pero l|x|-Ja | = |x-a] ($ 43, 3). De donde: |x-a] < e. 
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Por lo tanto, el producto za es una magnitud infini- 
tésima. 

5”. Cualquier número y todo infinitésimo pueden consi- 
derarse como magnitudes acotadas; por lo tanto, en parti- 
cular: 

1. El producto de una constante por un infinitésimo es 
una magnitud infinitésima. 

2. El producto de varios infinitésimos es una magnitud 
infinitésima. 

(Si el producto a-f es una magnitud infinitésima, el 
producto a-B-y = (a-B)-p, en el que y es el tercer 
infinitésimo, resultando una magnitud infinitésima, etc.) 

3. La potencia entera y positiva de un infinitésimo es 
una magnitud infinitésima, porque 


N VECES 


A 
00%... O. 


6”. Observación. El cociente de dos magnitudes 
infinitésimas puede no ser una magnitud infinitésima. Por 
ejemplo, si 


o  2P 
===“=2, 
pb bp 

A continuación se demostrará que el cociente de dos 
magnitudes infinitésimas puede ser una magnitud acotada 
no infinitésima o también una magnitud infinitésima, o una 
magnitud infinitamente grande ($ 47). 


a. =2f, entonces 


$ 47. La magnitud infinitamente grande 


El término “magnitud infinitamente grande”, como el 
término “magnitud infinitamente pequeña”, no determina 
la medida de la magnitud, sino el carácter de variación 
de su valor numérico. 

1”. Definición. Lavariable x se llama infinitamente 
grande (infinita) si a partir de cierto momento de variación 
de x, la magnitud absoluta de su valor se hace mayor que 
cualquier número positivo N y permanece siendo mayor que 
él, es decir, si a partir de cierto valor de x se tiene la desi- 
gualdad: 

[2 >N, 


por grande que sea el número positivo N. 
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2. Ejemplo 1. Al erecer el arco a desde U hasta 5 , 


la tg a es positiva y cESce indefinidamente; al disminuir el 
arco o. desde O hasta — > la tg a es negativa y disminuye 
indefinidamente. En ambos casos, el valor absoluto de 
tg Q a partir de cierto valor del arco a, se hace mayor que 
cualquier número positivo N dado, por grande que sea 
éste, y permanece siendo mayor que él, es decir, 


|tga|>N. 


Por eso, al crecer a desde O hasta 5 o al disminuir a desde O 


hasta — 7 , la tga es una ia infinitamente grande. 


Eseuplo 2. z=(—1)”.n, donde n toma signi- 
ficación de la serie natural, es decir, n =1, 2, 3, 4, 
Los valores r = —1,2,—3, +4, ..., es decir x unas veces 
crece y otras disminuye, pero (1) =1, 2, 3, 4, ... crece 
ilimitadamente; = es una magnitud infinitamente grande. 


$ 48. Relación entre las infinitas y los infinitésimos 
1. Si x es una magnitud infinitamente grande, su recí- 
proca z es un infinitésimo. 


En efecto, por pequeño que sea el número positivo e, 
según la definición de la magnitud infinitamente grande, 


llega un momento tal que |x| será mayor que -= N, es decir, 
1 
[| >N= A 
Pero entonces 


1 a is 
Por lo tanto, 7 €s Una magnitud infinitésima. 
2. Si a es una magnitud infinitésima, que nunca llega 
z 1 z Dio a 
a cero, su recíproca + es una magnitud infinitamente grande. 


En efecto, por grande que sea el número positivo N, 
para la magnitud infinitésima a llega un momento en el 


que |a| es menor que F= e es decir, 
1 
[a|<e=-qp + 


83 


Pero entonces 
1 
> ; 
Por lo tanto, - es una magnitud infinitamente grande. 


3”. Nota. Al considerar las relaciones entre las magnitudes 
infinitésimas y las magnitudes infinitamente grandes (2%), se toma una 
magnitud infinitésima, que nunca llega a cero. Si la magnitud infi- 


ed ¿ doo o 2 
nitésima o. se convierte en cero, el quebrado e dejaría de ser un número, 


porque la división por cero es imposible. 

Aclaremos el concepto por que la división por cero es imposible. 
Hallar el cociente de la división del número a por el número b signi- 
fica encontrar un tercer número c, cuyo producto por el divisor b 
sea igual al dividendo a, es decir, 


¿ Q y 
si —7=<C, se tiene c-b=a, 


b 
Si se toma el divisor b=0 y el dividendo a 3: 0, y se supone que 
ju 


el producto 0-c, sea cual fuere c, será igual a cero y no al nú- 
mero a, es decir, 
0.c Ha. 


a 
Por eso no se puede considerar el cociente + como expresión de 


0 

un número. Indiquemos también que tampoco se puede dividir cero 
por cero. En efecto, si suponemos que el cociente y es el número Cc, 

0 

qa 
se tendría 

e-0=0, 
pero aquí c no es un número determinado, sino un número cualquiera, 
porque al multiplicar un número cualquiera por cero se obtiene cero, 
por lo que no se considera la división de cero por cero. 


$ 49. Límite de la magnitud variable 


1”. Definición. £l número a se llama límite de la 
variable x, si en el proceso de variación el valor de x se apro- 
xima al número a de tal modo que el valor absoluto de la 
diferencia x — a, a partir de cierto momento, se hace tan peque- 
ño como se quiera, es decir, más pequeño que cualquier núme- 
ro positivo e y permanece más pequeño que él. 


[z—a|<e 
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27. Ejemplo 1. Supongamos que la variable x toma 


uno tras otro los siguientes valores: 
n veces 


2 =1,95; xa = 1,995; a=1,9995; ..., 2. =1,99... 95; ... 


El valor x se aproxima al número 2. Convengamos en 
que la aproximación de x al número 2 se efectúa indefi- 
nidamente, es decir, que el valor absoluto de la diferencia 
x—a puede hacerse menor que cualquier número pequeño 
positivo dado. 

Determinemos el valor absoluto de la diferencia entre 
los valores de x y el número 2: 


|, —2|=|1,95—2|=|—0,05 | =0,05; 

| x¿—2|=]1,995—2|=|—0,005|=0,005, eto. 
Pi pa: SN 

|. —2]|=/1,99 ... 95—2|=|—0,00 ... 05|= 


n 


AAA, 
=0,00 ... 05, etc. 


Tomemos arbitrariamente un número cualquiera peque- 
ño positivo, por ejemplo 0,000001. El valor absoluto de la 
diferencia entre el valor x, de la variable x y el número 2, 

n 


OS 
igual a 0,00... 05 será menor que 0,000001 cuando n > 6. 
Supongamos que se trata de cualquiter número pequeño 
positivo e y no sólo de 0,000001. Para que el número 2 sea 
el límite de x, es preciso que a partir de cierto número n 
se cumpla inalterablemente la desigualdad: 
. [1 —2|<e, 
ó 

n 


. 5 1 
0,00 ...05 re. 


De aquí resulta: 
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Por lo tanto, a partir del momento en que n se hace 


mayor que lg 50 para todos los valores de x se cumple 
inalterallemente la desigualdad: 


|[T.—2|<e8. 


Por consiguiente, el número 2, por definición, es el 
límite de la variable zx. 

3 Elemplo 2. Al tender el arco a a cero, el límite 
de sena es igual a cero. 

Demostración. La yariable x=senqa. Se 
entiende por valor de un arco el número «a es decir, su 
medida expresada en radianes. 

Tomemos el círculo unitario (fig. 56) consideremos la 
aproximación de a a cero a partir de cierto valor de ella 
positivo o negativo, por ejemplo, a partir 
de un valor de a cuya magnitud absoluta 


T 
sea menor que 7, 


TU 
[a <G . 


Por lo tanto, tendremos que 
Fig. 56 [sena |<]al, 


porque la longitud de la mitad de la cuerda 
BB, es menor que la mitad del arco tendido en ella BAB,. 
Pero si 


[sena ]|<!|al, 
se tiene 
|sena—0|<!|a)l. 


Tendiendo la magnitud del arco qa a cero, obtenemos 
tal valor de au. a Partir del cual resultará 


Ja] <e, 


por pequeño que sea el número positivo e asignado. 
De aquí se deduce que 


|sena|<e y |¡sena—0|<e, 
o que el límite de sen a = O, cuando a tiende a cero, 
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sen a 


4 Ejemplo3. Supongamos que la variable x= 


Demostremos que el límite de x es igual a cero cuando «a 
es positivo y crece indefinidamente. 

Demostración. Para cualquier valor de Qu, 
sen Q no es mayor que la unidad. 


Por eso, sustituyendo el valor del numerador del quebra- 
do sen st 


por la unidad, se obtiene: 


| sen az | 


1 
a au 


(a es positivo). 
Por pequeño que sea el número positivo e dado, al crecer 
indefinidamente Q llegará un momento en el que a partir 


de él, a será mayor que A 


1 1 
> y a =t: 
Por eso 


sen a 
QL 


sen O 
[02 


[<e y —0|<e. 


En consecuencia, el límite de x es igual a cero. 
5”. Según la definición del límite si 


[1—a|<e tendremos, limzx=«. 


Si |]z—a| < e suele decirse; “La variable x se aproxima 
indefinidamente a a” o “tiende a a” y se escribe r —>4. 
Por medio del símbolo lim, los límites de las varibales 
hallados en los ejemplos examinados se escriben como sigue: 


n 


1. lim1,99...95=2; 


n-—>00 
2. lim sena = 0; 
a->0 
. sena 
3. lim =0. 
Q-=>-00 


6”. Si la variable a es una magnitud infinitamente 
pequeña, su magnitud absoluta se hace menor que cualquier 
número pequeño positivo e, 


[a|<e, 
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Pero entonces, la magnitud absoluta de la diferencia 
entre a y cero también es menor que e. 


[a—0|<e, 


De aquí se deduce que el límite de una magnitud in- 
finitamente pequeña a es igual a cero, 


lim a = 0. 


En ocasiones, esta propiedad del infinitésimo determina 
el concepto de la magnitud infinitamente pequeña y la 
definición se expresa así: se llama magnitud infinitamente 
pequeña a la variable cuyo límite es igual a cero. 

A base de esta definición de magnitud infinitamente 
pequeña se puede obtener su propiedad: | a] < e, y demos- 
trar a continuación todas las demás propiedades de las 
magnitudes infinitamente pequeñas, como se há hecho 
en el $ 46. 


$ 50. Representación geométrica del número, 
de la variable y del límite 


1?. Cualquier número real a se representa en el eje 
numérico Ox por medio de un punto (fig. 57), cuya abscisa 
es igual a a. Partiendo de esto, en el análisis se señalan 


q 
Los q E E 0 LE 
NE 2E 
Fig. 57 Fig. 58 


con una misma letra minúscula el número, el punto que 
representa a este número y la abscisa de dicho punto. Al 
decir: “dado el punto a”, se entiende también: “dado el 
número ad,, y viceversa. 

2”. La magnitud variable x se representa también sobre 
el eje numérico por medio de un punto, que no es fijo, sino 
movible. Supongamos que el punto M (fig. 57) del eje Ox 
va cambiando de posición de tal modo que su abscisa equi- 
vale siempre al valor numérico de la variable x. Este punto 
movible M se toma como representación geométrica de 
la variable zx. 

3”. Tomemos en el eje numérico Oz un punto fijo a 
(fig. 58) y tracemos a su izquierda y a su derecha segmen- 
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tos de longitud igual a e, con lo que obtendremos un seg- 
mento de longitud 2e cuyo punto medio será el punto a. 

Definición. El conjunto de todos los puntos situa- 
dos en un segmento de longitud 2e, cuyo punto medio es a, se 
llama entorno 28 del punto a. 

El número e se llama radio del entorno, y el punto a, 
su centro. 

Es evidente que cualquier punto a del eje Ox puede 
tener infinidad de entornos. 


0 EM 0 de 
LAS AAÁAÁk o A 
e se 
Fig. 59 Fig. 60 


Ejemplo. El entorno del punto a = 2, de radio e = 
= 0,1 es el conjunto de los puntos del eje Ox cuyas abscisas 
satisfacen las desigualdades: 


2-0,1<x<2+0,1, o 119<13<2,1. 


De este modo, el entorno 2e de un punto significa 
algebraicamente el conjunto de valores de x que satisfacen 
las desigualdades: 


ae Zr<a+e. 


4”, Supongamos que a es el límite de la variable x. 
Geométricamente, [x—a| es la distancia Ma (fig. 59) entre 
el punto movible M y el punto fijo a, Si |x—a |< e el punto 
M pertenece al entorno 2e del punto a. 

De aquí se deduce que: 

el número a es el límite de la variable x si por pequeño 
que sea el entorno 2e del punto a, a partir de cierto momento, 
todos los valores (puntos) de x pertenecen a este entorno. 

O”. Si x se aproxima a su límite a, siendo todo el tiempo 
menor (o mayor) que a, el punto M se aproximará a a por 
la izquierda (o la derecha), y los puntos correspondientes 
a xa partir de cierto momento se concentrarán solamente en 
el semientorno de la izquierda (o de la derecha) del punto a 
(figs. 60 y 61). 

Si al aproximarse x a su límite a se hace a veces mayor 
y a veces menor que a, el punto M oscilará alrededor del 
punto a, y los puntos correspondientes a x, a partir de 
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cierto momento se concentrarán en el entorno 2e, tanto 
a la derecha como a la izquierda de a (fig. 62). 

6”. La variable x, que tiene como límite a, es una mag- 
nitud acotada. En efecto, a partir de cierto momento, el 
punto M (fig. 63) queda en un segmento determinado Om, de 
longitud |a|W+-e, por lo que se cumple la desigualdad: 


[| </a|+e. 


La proposición recíproca es falsa. Por ejemplo: x = sen a 
es una magnitud acotada, porque |sen a! < 1. 


2€ Ó 2€ 
0 A A 
a M 
Fig. 61 Fig. 62 


Sin embargo, sen a cuando a —>oo no tiene límite (los 
valores de sen a. oscilan entre —1 y +1 y no pueden perte- 
necer constantemente a un entorno 28 de un solo punto). 

7. Una magnitud infinitamente grande no tiene límite. 


> 2N 
== — 
a Ez 0 M 
0 q a mn Sy q 
a Mm 0 
Fig. 63 Fig. 64 


Esto se puede presentar geométricamente de la siguiente 
manera. Tracemos en el eje Or un entorno del cero de radio 
igual al número positivo N (fig. 64). 

Por grande que sea el número N llegará un momento 
a partir del cual |x| >N, y el punto movible M, que repre- 
senta la magnitud infinitamente grande x, saldrá del 
entórno 2N' y en adelante se desplazará fuera de él. 

Suele decirse: “el límite de x es igual a infinito”, o “la 
magnitud infinitamente grande zx tiene límite infinito”, y se 
escribe lim x = co. En el caso de que x sea una magnitud 
infinitamente grande, y sus valores a partir de cierto 
momento sean solamente números positivos (o solamente 
negativos), se escribirá: 


limz= +00 (o limx= —oo), 
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Con «o (infinito) no se efectúa ninguna operación aritmé- 
tica; co (infinito) no puede ser sumado, restado, multi- 
plicado, ni dividido por él, ni por ningún otro número, 
porque co no es un número. 


$ 51. Dependencia entre la variable, 
su límite y una magnitud infinitamente pequeña 


La diferencia entre la variable x y su límite a es una mag- 
nitud infinitamente pequeña, por ejemplo a, 


rt—a=0w, 
puesto que 
|r—a]<e. 


2 =a+0,| (1) 


es decir, la variable x, cuyo límite es el número a, puede ser 
representada como la suma de su límite a y un infinitésimo Q. 
Recíprocamente, si a partir de cierto momento cada valor 
de la variable x representa una suma del número a y de un 
infinitésimo o., el límite x será igual a a, es decir, 


| siz=a- 0, tendremos limx=a | (2) 


$ 52. La variable sólo puede tener un límite 


De aquí que 


Teorema. Una variable no puede tener más que un 
limite. 

Demostración por reducción a lo 
absurdo. Supongamos que la variable x tiene dos 
límites diferentes: a y b. 

Según lo expuesto anteriormente: 


=0+40% (1) 


2=b+P, (2) 


donde a y f son infinitésimos, 
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Restando (2) de (1), se obtiene: 
0= (a— b) 4-(a— B); 


a—b=f—a, 


lo cual es absurdo: el número a — b, que no es igual a cero 
es una magnitud infinitamente pequeña P — a ($ 44, 4%). 

Consecuencia. Si la variable tiene límite, éste 
será único. 


$ 53. El límite de la suma algebraica 


Teorema. El limite de la suma algebraica de unos 
cuantos sumandos será igual a la suma algebraica de los límites 
de estos sumandos, si dichos límites existen. 

Demostración. Demostremos el teorema para 
el caso, por ejemplo, de que la suma tenga tres sumandos. 
Suponemos que los límites de las variables x, y, z son los 
números a, b, c respectivamente. 

Representemos cada variable como la suma de su límile 
y de un infinitésimo ($ 51): 


=a+0, 
y=b-B, 
2=C-+ Y, 


donde a, P y y son infinitésimos. 

Sumando las dos primeras igualdades y restando del 
resultado la tercera, obtendremos que la variable (x-+ y — 2) 
es igual al número (a-+ hb — c) más el infinitésimo (a + $ — 
— y). Por eso ($ 51), el número constante a4-b—c es el 
limite de la variable + y — 2, 


lim (x-+y—2)=4--b—e, 


lim (14-y—2)=limzx+limy—limz, 


que es lo que se trataba de demostrar. 


$ 54. El límite del producto y de la potencia 


1. Teorema. El límite del producto de unos cuantos 
factores será igual al producto de los límites de estos factores, 
si estos límites existen, 
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Demostración. Demostremos en primer lugar el 
teorema para el producto de dos factores variables x e y. 
Supongamos que x e y tienen como límite los números a 
y b respectivamente. Se tiene (según la fórmula 1, $ 51) 


r=0440, 
y =b-+B, 


donde a y f$' son infinitésimos. Multiplicando estas igual- 
dades hallaremos que la variable (xy) es igual al número 
(ab) más el infinitésimo (abW+-af + af), es decir, ry = 
= ab+(ab+ af + af). Por eso ($ 51), ab, es el límite de 
la variable xy. 


lim (x-y) =a-b 


lim (x -y) = lim x-1im y, 


que es lo que se trataba de demostrar. 

Aplicando lo demostrado hallaremos el límite del pro- 
ducto de tres factores variables x, y y z, cada uno de los 
cuales tiene límite: 


lim (x - y - 2) = lim [(xy) -2] = lim (xy)- lim z = lim x -lim y -limz, 


porque 
lim (xy) = lim x-limy. 


27.Consecuencia 1. El factor constante se puede 
sacar fuera del signo del límite. 

En efecto, considerando al número constante c como 
una magnitud variable, cuyos valores son idénticos e igua- 
les a c, se tiene: 

limc=cC, 
lim (c-x) =limc-limx=c-limx. 

3. Consecuencia 2, El límite de la potencia 
entera y positiva de la magnitud variable será igual a la 
misma potencia del limite de la magnitud variable, si este 
límite existe. 


Supongamos que el exponente n de la potencia x” es 
un número entero y positivo. Se tendrá: 


n veces n veces 
; ON A A 
lim (27) = lim (2-x---2) =limx-limx-.. -limx= (lim x)” 
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$ 55. El límite del cociente 


1”. Lema. Si la magnitud variable x tiene un límite 
a distinto de cero, 2 es una magnitud acotada. 


Demostración. Según la condición lim =a < 
+ 0. Por lo tanto ($ 50), si a > 0, entonces 0 <a — 
=e<xr<a+e y sia<0 a- e <i<a+e<O. 

Por lo tanto, siempre será 


lo que significa que z es una magnitud acotada. 


2, Teorema. Si el dividendo y el divisor variables 
tienen límites y el límite del divisor no es igual a cero, resul- 
tará que el límite del cociente es real y igual al cociente de los 
límites del dividendo y del divisor, es decir, si 


limx=a, limy=b, entonces lim2=2, 


Demostración. Demostraremos que la dife- 

: e E Y . b 
rencia z — 2 esun infinitésimo. Esto significa que limZ =>7% 
Supongamos que «a y f son infinitésimos tales que ($ 51) 


a=a+a, y=b+f. 


En este caso 


y bb b4B b_ fazab 
zz a aya a a(lafa) 

1 1 1 1 

= (Ba — ab) - La = (fa—ab) 7: 


No 1 . 1 
Ya que fa—ab es un infinitésimo, — es un número; q Una 


magnitud acotada; por eso el producto (Pa—ab)» dal 


aja 


es una magnitud infinitamente pequeña ($ 46, 45). 
3. Consecuencia. Si la variable x tiene un lími- 


te a +0, entonces el límite 2 existe y es igual a >. 
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$ 56. El signo de la magnitud variable y de su límite 


Teorema 1. El límite de una variable positiva (si 
existe), 0 es positivo o es igual a cero. 

Demostración por reducción al ab- 
surdo. Supongamos que el límite de x es el número nega- 
tivo a. Entre el número negativo a4 y cero se encuentra una 
infinidad de números negati- 


vos, Tomemos uno de estos, b, _A5b0 ¿9 
cercano a a, y tracemos en el... —"———=—4—>-1T 
eje Ox (fig. 65), un entorno del am 2 

punto a de radio igual a la Fig. 65 


diferencia b— a. Cualquier 
número de este entorno es negativo. Como lim x = a, a par- 
tir de cierto momento los valores de x pertenecerán a este 
entorno, es decir, serán negativos, lo que es absurdo según 
la condición. 

Ahora bien, si el límite de x no puede ser negativo, 
pero existe, será positivo o igual a cero. 

Teorema 2. El límite de una variable negativa (si 
existe), o es negativo o es igual a cero. 

La demostración es análoga a la expuesta. 


$ 57. Síntomas de existencia 
de límite de una magnitud variable 


Teorema 1. Si dos magnitudes variables tienen un 
límite común, la variable comprendida entre estas magnitudes, 
tiene el mismo límite. 

Demostración. Supongamos que 


Y <I<2Z, 
y que lim y =lim z =a. 
Tracemos en Ox (fig. 66) un entorno 28 del punto a. 
A partir de cierto momento, los valores de y y z perte- 
necerán a este entorno y los 


0 O” valores de x pertenecerán al 
odon Ap E segmento NP, cuyos extremos 
“7 son N (y) y P (z). Por ello, los 

Fig. 66 valores de xr pertenecerán tam- 


bién al entorno 2g del punto a, 
y por consiguiente, lim x= a, 

Teorema 2. Una magnitud variable tiene límite si 
es creciente, pero se mantiene menor que cierto número; 
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una variable tiene también límite si es decreciente, pero 
se mantiene mayor que cierto número. 

La demostración de este teorema rebasa los límites de 
nuestro curso. 


$ 58. Acerca del cociente 
de magnitudes infinitamente pequeñas 


4”. El cociente z , obtenido al dividir una magnitud infi- 


nitamente pequeña Q por una variable x, que tiene límite a, 
distinto de cero, es una magnitud infinitamente pequeña, 


. al . 
puesto que el cociente = puede ser considerado como el 
producto 


es decir, como el producto de una magnitud acotada S 
($ 46, 4%) por un infinitésimo «. 

22. El cociente Z, obtenido al dividir la variable x, que 
tiene límite a, distinto de cero, por el infinitésimo o, es infinito. 


En efecto, el cociente puede ser considerado como 


T 
a 
. r ol Pa . ol 

una magnitud recíproca a el Según lo anterior, 7 es un 


. O r T . . .. 
infinitésimo, y el recíproco, 7» €s una magnitud infini- 


tamente grande. 

3%. Si el dividendo a y el divisor f son magnitudes 
infinitamente pequeñas, no se puede aplicar el teorema 
acerca del límite del cociente, ya que tendríamos: 

a lima 0 


lim = limp —0* 


sin embargo, no se puede dividir cero por cero. 

Debe indicarse que el límite del cociente obtenido al 
dividir magnitudes infinitamente pequeñas puede no existir. 

La solución de problemas técnicos muy importantes 
(como se verá en el capítulo VI) se reduce a encontrar el 
límite del cociente obtenido al dividir magnitudes infini- 
tamente pequeñas, y el cálculo de este límite es uno de los 
problemas del análisis. 
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$ 59. Ejemplos de cálculo de límites 


2431422 
22—2x+ 3 

Solución. Aplicando los teoremas del límite del cociente, 
luego, de la suma algebraica, de la constante, del producto y de la 
potencia se obtiene: 


1%. Hallar el límite del quebrado si z— 2. 


lim (2 —ua? 
243x— a? Dn 492 5) 


2222243 lim(2—22+3) 
x>2 


2-+3 lim z—( lim 2)2 
A a E 
(dim 2)2—2limx43 222243 3 


x>2 x>2 


=0, 


Como se ve, el cálculo del límite del quebrado se redujo al cálculo 
de su valor para x= 2. 


2, Hallar el límite del quebrado 


si x>0, 
Solución. Indiquemos que el límite del denominador 


lim (134 x2)=0. 
x>0 


Porlo tanto, no podemos aplicar el teorema del límite del cociente. 
Para establecer qué magnitud variable representa el quebrado dado 
cuando x > 0, hallemos el límite de su numerador: 


lim (1245746) =04-5-04-6=6. 
xo 


El quebrado dado, si x >0, es el cociente de una variable, que 
tiene límite, igual a 6, por un infinitésimo ($ 49,6%) y por eso ($ 58,29), 
el límite del quebrado dado es infinito. 

Aclaremos si conserva el quebrado dado un mismo signo estando 
cerca del punto x= 0 ($ 50,7%). En un entorno del punto x= 0 
de radio igual, por ejemplo, a uno, 


245146 


si  >0, entonces D4z >0, 
2245246 
y cuando 0 aa 


Por esto, si x tiende a cero en forma arbitraria, el quebrado dado 
no tiene límite finito, y tampoco infinito. 
Si, en particular, la aproximación de x a cero es tal, que siempre 
zx >0, el quebrado tiene el límite infinito +00, y si siempre - < 0, 
el quebrado tiene el límite infinito —oo. 
122—31 42 


3%, Hallar el límite del quebrado =—=>7 > 
21252) 2 
Solución. El límite del denominador es lim (212—5x 4-2) = 


x> 
=2.22—5:-24-2=0, y el del nominador, lim (12—3x4-2)=22-— 
x>2 


si 22. 


7523 97 


—3.24-2=0. De este modo, el problema consiste en hallar el 
límite de la razón de infinitésimos. 
Veamos si el quebrado dado es reducible o irreducible. Descompo- 


niendo el trinomio cuadrático en factores (las raíces del numerador 


son 2 y 1; las del denominador, 2 y >) , Se ve que el quebrado es redu- 


cible: 
12342 (1—2) (x—1) —1 
SETE —* 
212—51 +2 2 (2—2) (=-3) 2x— 1 
Se obtiene: 
EN 13—231+4+2 —lim —i 2-4 4 


Aso Dl a pla. 22d 


12—5 : 
ETS y 51 I—> +00 

Solución. Si z > +o0o, el numerador y el denominador son 
magnitudes infinitamente grandes. Por lo tanto, hay que hallar el 
límite de la razón de magnitudes infinitamente grandes. 

Transformando el quebrado dado, se puede evitar el análisis 
de magnitudes infinitamente grandes. En efecto, dividamos el nume- 
rador y el denominador por a: 


4%, Hallar el límite del quebrado 


PES 

25 12 
314-8 8" 
ha 


] 5 8 A 
Si > +00 los quebrados 2Ya son infinitésimos, su 


límite es igual al cero. Por eso, 


EA 
A O 
co 31248 0 8 3+0 3" 
xo+ x 34 
poo x—34 : 
5. Hallar el límite de la suma ———7+4 , Si t—>—a. 
1“ 4 r— «a 
Solución. Si z>a, lim (12 — a?) = a —a?=0, lim 
xa xa 
(zx — a) = a — a =0. El teorema del límite del cociente no se puede 
aplicar. 
Sumemos los quebrados: 


x —3a tx 3ayrda_ 2(r-a _ 2 
Aaa (2—a) (24 a) — (za) (140) qa” 

Si x>a, el teorema del límite del cociente puede aplicarse 
. Por lo tanto se obtiene: 

<— 3a 1 ) E 2 2 
——— + |) lim 


A 2 
c+a 


CAPITULO YV 


LA FUNCION Y SU CONTINUIDAD 


$ 60. El argumento y la función 


1%”, De las matemáticas elementales es sabido que una 
magnitud es función de otra, a la cual se la llama su argumen- 
to, si a cada valor (admisible) * del argumento le corresponde 
un valor determinado único. 

Por ejemplo: la longitud del vástago metálico es una 
función de su temperatura, ya que a cada valor de la tem- 
peratura, a la que puede existir el vástago, le corresponde 
un valor determinado único de su longitud; el camino, reco- 
rrido por un cuerpo en movimiento, es una función del tiempo 
de movimiento del cuerpo, ya que a cada valor del tiempo 
de movimiento del cuerpo, le corresponde un valor determi- 
nado del camino recorrido por éste; el área del círculo es 
una función de su radio, ya que a cada valor del radio del 
círculo le corresponde un área determinada del círculo. 

Designemos la función por la letra y y su argumento, por 
x. Ya que nos interesarán problemas que pueden aplicarse 
a diferentes magnitudes concretas, supongamos que el sentido 
concreto de las magnitudes x y y nos será indiferente y haremos 
abstracción de él. Precisamente así se estudian la función 
y y el argumento zx, cuando en el álgebra se estudian la pro- 


porcionalidad directa e inversa y = kx, y = - , la fun- 


ción lineal y = kx+b, la función cuadrática y = ax? + 
+bxW+<c, la función exponencial y = a*, y otras. Es 
evidente, que en tal caso, las conclusiones de las soluciones 
de los problemas pueden luego aplicarse a diferentes mag- 
nitudes concretas. 

De esta forma, la función y de x (función numérica), 
está definida por multitud de valores del argumenta x y de 


* Se llaman “admisibles” a los valores del argumento para los 
cuales los valores de la función son números reales. 
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la ley, en razón de la cual a cada valor de x corresponde un 
determinado y único valor de y. Se dice que en el conjunto 
dado de valores de x está determinada la función y de x, si 
está dada una ley, en razón de la cual a cada número del 
conjunto dado de valores de x le corresponde un número único, 
llamado valor de y. 

Tengamos en cuenta, que como valores de la función y del 
argumento, se sobreentienden números reales, y nunca 
números complejos o imaginarios. 

2. El conjunto de valores del argumento, en el cual 
está determinada la función, se llama campo de definición de la 
función. En otras palabras, el 
campo de definición de la 


0 a 2 6 función es el conjunto de los 
números x para cada uno de los 
Fig. 67 cuales existe uno y sólo un nú- 


mero real, que, es el valor de y. 
En particular, puede ser campo de definición de la fun- 
ción un segmento, o intervalo, o su conjunto. 
Se llama segmento al conjunto de los números reales de 
zx que satisfacen las condiciones: 


a<xzZb, donde a< b. 


El segmento a < x<b se indica abreviadamente la, bl. 
Geométricamente, el segmento a < x< b representa el 
conjunto de puntos que pertenecen al segmento ab del eje 
numérico Oz (fig. 67), incluyendo también los extremos 
a y b del segmento. 

Se llama intervalo al conjunto de todos los números reales 
de x que satisfacen a las dos desigualdades: 


a<x<b. 


El intervalo a < x < bd se indica abreviadamente (a, b). 

Geométricamente, el intervalo a < x < b representa el 
conjunto de puntos del eje numérico (fig. 67), que se encuen- 
tran comprendidos entre los puntos =a y «<= b, 
pero los puntos r =a y x= b en el intervalo (a, b) no 
se incluyen. 

El conjunto de todos los números reales de x se expresa 
por medio de la desigualdad: 


— 0 XILCXI4¿400. 
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3. Ejemplos. 1. El campo de definición de la fun- 
ción y = arc sen x es el segmento —1< x <-+1, ya que 
sólo para estos valores de x= son posibles los valo- 
res de y. 

2. El conjunto de todos los números enteros n del inter- 
valo 2 <n <-- 00 sirve de campo de definición de la fun- 


ción P = 2Rn sen a en la que P es el perímetro de un 
polígono regular de n vértices inscrito en un círculo. 

3. El campo de definición de la función y = == lo 
forman tres intervalos: —o<uzx<X-—1, -"1<r<+!l y 
+1 <x<-+ 00. Asimismo, se dira que la función y = 
está determinada en los intervalos: 


22— 1 


=o0o<t<—A1A, —1<r< +1 y+1<x< +o 
Six = +1, el denominador x? — 1 se hace cero y la 


== pierde el sentido, ya que no se puede divi- 


dir por cero. 

4. La expresión y = V —1I—x? no determina a la fun- 
ción ya que al sustituir x por cualquier número real, resulta 
siempre un número imaginario. 

4”. La definición de la función no exige que al variar 
el valor del argumento x varíe también el valor de y. Es 
suficiente que para cada valor admisible de x exista un 
valor completamente determinado de y. 

Ejemplo. Supongamos que y es la cantidad indicada 
por un contador de electricidad y x, el tiempo. La y es fun- 
ción de x, porque para cada instante de tiempo x, el contador 
determina la cantidad gastada de energía eléctrica y. La 
función y permanece invariable en los intervalos de tiempo 
en los que no se gasta energía. 

Es, pues, natural imaginarse una función así: 


y=C, 


que no experimenta cambio alguno; todos los valores de 
esta función son en realidad un mismo número c. La gráfica 
de esta función es una recta paralela al eje Ox, o que coin- 
cide con el eje Ox si ec = 0. 

0”. La definición de la función suele atribuirse a Diri- 
chlet. Sin embargo, unos años antes de que lo hiciera Diri- 
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expresión 


chlet, el genial matemático ruso N. Lobachevski definió 
la función en el artículo Acerca de la desaparición de Tas 
líneas trigonométricas, publicado en 1834. 


$ 61, Notación general de la función 


1”. El hecho de que el valor de y sea una función deter- 
minada de x se expresa por la igualdad: 


y=1(x) 


y se lee: “y es igual a f de x” o“y es función f de x”. La letra 
f simboliza aquí la dependencia de y respecto a x, es decir, 
la ley en virtud de la cual a cada número del conjunto dado 
de valores de x le corresponde un número real que es el 
valor de y. 

De acuerdo con la notación y = f (x), el hecho de que la 
longitud de la varilla 1 sea función de la temperatura f 
se expresa: 


l=f(t); 


el hecho de que el área del círculo s es la función de su 
radio r, se expresa: 


s=0p (1). 


En el segundo caso, para expresar la dependencia de s 
respecto a r se ha empleado el símbolo q en lugar del símbolo 
f, porque la ley de la dependencia de s respecto a r es 
distinta que la ley de la dependencia de ! respecto a t: 


1()=b (+08), y p(r)=137?. 


Por lo tanto, los símbolos f(x), q (x), F (x) expresan 
distintas funciones de un mismo argumento z. 

Los símbolos f (x), f (t), f (2), expresan una misma fun- 
ción de diferentes argumentos. 

Ejemplos: 


IN 
2) f(1)=senzx; f (2) =senz. 


2%. El valor numérico de la función f(x) respecto al 
valor dado del argumento x se indica de la siguiente manera: 
en la notación f (x) la x se sustituye por su valor numérico. 
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Por ejemplo, las notaciones f (2) y f (a) significan valores de 
la función f (x) siendo  =2 y z = a. 
Si f (1) = 2?, entonces f (2) = 2? =4, f (a) = 


Si f (1) = senx, entonces f ($5) ll sont —=L. 


$ 62. Acerca de la representación tabular, 
gráfica y analítica de la función 


1. Al realizar experimentos, y, en general, al hacer 
observaciones, se hace uso de la tabulación de la función, 
o sea la representación en forma de tabla con sus corres- 
pondientes valores funcionales. 


valor de x | Ly | Lo 


valor de y | Ya 


donde 21< 12 23< ...< Lp. 

Así se tabulizan las funciones numéricas, de valores que 
frecuentemente son utilizados en cómputos y cálculos. En 
los manuales técnicos se puede encontrar frecuentemente 
tablas de logaritmos, magnitudes trigonométricas naturales,de 


ro — 2 
valores 2?, 2, Vx, Vx - , = y otros. Estas tablas se llaman 


tablas matemáticas, a diferencia de las tablas dadas por los 
resultados de experiencias que se llaman tablas empíricas. 

27. Se sabe, que la gráfica de la función implicita y = 
= f(x) se llama lugar geométrico de los puntos (x, f (x)). 

Cualquier línea trazada en el plano en el sistema carte- 
siano de coordenadas xOy, podrá ser considerada como 
gráfica de la función y = f (%) si en una recta paralela al 
eje Oy, se encuentra no más que un punto de la línea. 

En la ciencia y en la técnica frecuentemente las funcio- 
nes se determinan por gráficas, que trazan los aparatos 
registradores. La determinación del valor f (x), que corres- 
ponde al valor de x se efectúa así: 

1) en el eje Ox se señala el punio x (fig. 68, a); 

2) por el punto x se traza una recta paralela a Oy, hasta 
el encuentro con la línea dada en el punto M (fig. 68, b); 
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3) desde el punto M se traza una recta paralela a Ox 
hasta el encuentro con el eje Oy en el punto f (x) (fig. 68, c). 
Al hacer estas tres operaciones se obtiene la transfor- 
mación del punto x en el punto f (x). Al número x se le pone 


y 


Fig. 68 a,6 


en correspondencia el número f (x), que es el valor de la 
función, y se determina éste como la ordenada del punto f (x). 

3”. Si la dependencia funcional está expresada por una 
fórmula, se dice que la función está definida analíticamente. 


y 
FO) a) 
0 X x 
Fig. 68c 


Por ejemplo, en la fórmula del área 
de un círculo 

s=15r?, 
el área s es función del radio r, 
definida analíticamente. 

Para definir analíticamente una 
misma función, a veces es necesario 
emplear no una, sino varias fórmulas 
diferentes. Por ejemplo, la cantidad 
señalada por un contador de elec- 
tricidad al empezar el día era 
20 kW, y durante las 24 horas se 


ha gastado la siguiente energía: desde las 5 hasta las 8 
de la mañana, 60 W para cada.una de las 5 bombillas, 
y desde las 17 hasta las 24, otros 60 W para cada una de 
las 5 bombillas, y 100 W para un receptor de radio. Indican- 
do la cantidad señalada por el contador por medio de y, 
y el tiempo por medio de x, se obtiene la ecuación de la 
dependencia de y respecto a £: 


20, si 0O<zxw< 5; 


20 4-0,3 (2— 5), si 5<xw< 8; 


20,9, si 8<<1?; 


20,94 0,4(2—17), si 11 <xr<?24. 
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4”. La función se llama explícita si la fórmula que defi- 
ne la función señala las operaciones matemáticas que se 
efectúan con el argumento para determinar la función y; 
en caso contrario, se llama función implicita. 

Ejemplos: 1) y =ax?, y =f(x) son funciones 
explícitas. 

2y—zx=0, F (z, y) = 0 son funciones implícitas. 

5”. Para la función explícita, representada en forma de 
ecuación, y =f (x) generalmente se construye su gráfica. 
La gráfica da una representación 
ilustrativa acerca de las propiedades 
de la función. Lo fundamental para 
la construcción de la gráfica tiene que 
ser el estudio del proceso de variación 
de la función. Los métodos de análisis 
de función serán expuestos más abajo 
(cap. t. VIII). Ahora para la construc- 
ción de la gráfica de la función dada, 
vamos a operar con aquellas nociones 
que tenemos del curso escolar de mate- 
máticas y de los capítulos anteriores 
de nuestro curso. 


E | emplo. 1. Construir la gráfica Fig. 69 


de la función y = a3 

Solución. El campo de existencia de la función es —oo < 
<x < +00, por otra parte para los valores positivos de x, la fun- 
ción x* será positiva, y para valores negativos será negativa. Cuando 
crece x, la función x* es creciente, lim 13 = 4-00, lim 1? = —oo, 

x—>-+-00 x>-—00 

Daremos unos valores a x y calcularemos por la fórmula y = 
= qx? los valores correspondientes de y. Tengamos por ejemplo la 
siguiente tabla de valores: 


Construyendo los puntos con ayuda de esta tabla, trazaremos por 
ellos una línea continua y densa, que puede descender y ascender sin 
ns (fig. 69). Se obtiene (aproximadamente) la gráfica de la función 

ada. 
; 2 

Ejemplo 2. Construir la gráfica de la función = 2473 . 


Solución. Igualando el denominador 124+4=0, hallamos: 
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r=-+ Y—4, lo e significa que el campo de definición de la 
función €s _00< <+o. 

Ya que E aparece en la fórmula solamente AL cuadrado y 1270, 

T 

entonces a44=1>0 70, y como 22< 2274, + 
significa que 0<y< 1. 

Ya que a+ x)?2, entonces a los valores —x y +z 
corresponde el mismo valor de y, por consiguiente, y la gráfica es 


=y< 1. Lo que 


Fig. 70 
12 
una curva simétrica con respecto al eje Oy. Tenemos lim 
x>+00 12-44 
= lim A Esto significa que la recta y=1 es asíntota 
Xy +00 ea 
72 


de las ramas izquierda y derecha de la curva. 
2 
Dando valores a x=, hallaremos por la fórmula == >72 la 


+4 


tabla de valores y. Por ejemplo se obtiene 


ot 2 


Construiremos de acuerdo con esta tabla los puntos y trazaremos 
a trávés de ellos una curva continua, que será (aproximadamente) 
la gráfica de la función dada (fig. 70). 


$ 63. El incremento del argumento y de la función 


1”. Tomemos arbitrariamente en el campo de definición 
de la función y = f (x) dos valores del argumento. Al pri- 
mero lo llamamos inicial, y al segundo, incrementado. 

El valor inicial de x se considera constante durante 
todo el razonamiento, y el punto A (fig. 71), que le co- 
rresponde en el eje Ox, se considera fijo. El valor incremen- 
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tado del argumento se designa por +4 Az; en la fig. 71 
le corresponde el punto P. 

Ax expresa la magnitud en la que varía el argumento 
al pasar del primer valor al segundo, y se le llama incremento 
del argumento. 


Fig. 71 


Ax es igual a la diferencia entre el segundo y el primer 
valor del argumento. 
Ejemplos. 1. Se han tomado dos valores de zx: 


3,0 y 3,1; Ar=3,1—3,0=0,1. 
2. Se han tomado dos valores de zx: 
5 y 4,8; Ax=4,8—5= —0,2. 
3. Se han tomado dos valores de x: 
—A y —0,98; Ar = —0,98— (— 1) =0,02. 


2%. A los valores de x y +4 Ax del argumento corres- 
ponden determinados valores de la función: el inicial 
y y el incrementado y-+Ay. Ay es la magnitud en la que 
varía el valor de la función y al variar el argumento en la 
magnitud Ax, y se llama incremento de la función. 

Ay es igual a la diferencia entre el segundo y el primer 
valor de la función. 

Hallemos los puntos M (x, y) y Mi (-+Azx, re 
de la gráfica de la función y = f (x) ig. 711). Ay = NN, = 
= ON,—ON. Geométricamente, el incremento de la Minción 
Ay es la diferencia de las ordenadas de los puntos de la gráfica 
de la función que corresponden a los valores incrementado 
e inicial del argumento. 

El incremento de la función Ay puede ser positivo o nega- 
tivo. Cuando Ay es positivo, el segmento NN, = Ay está 
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situado en el eje de ordenadas (fig. 71,a) más arriba del 
punto fijo N, cuando Ay es negativo, está situado más abajo 
de ese punto (fig. 71.b). 


3”. Ejemplos.1 ¿En cuánto variará el área y de un cuadrado, 
si la longitud de su lado x se incrementa en Ax? 
Solución. El área del cuadrado es: 
y=22, 
Si la longitud del lado del cuadrado es z+Axr, su área será 
y +Ay, e 
y +Ay=(24Ax)?. 


Restando el valor de la primera área del de la segunda, se tiene: 
Ay=(2+A20)2— a?, 
Abriendo los paréntesis vemos que el área variará en: 
Ay=2x-Ar+Az?, 
Si, por ejemplo, el lado del cuadrado aumenta de 3 a 3,1 metros, 
el área del cuadrado aumentará en: 
Ay=2x-Ax4-Ax?=2-3-0,1-+0,12=0,61 (m?), 
por que  = 3m y Az= 0,1 m 
2. Hallar el incremento Ay de la función y=+ que corresponde al 


incremento arbitrario Ax del argumento z. 
Solución. Para el valor del argumento igual al número zx, 
la función tiene el valor 
y= >? 
y para el valor del argumento igual al número xz+Ax, la función 
tiene el valor 


1 
LR (UT TS . 


Restando la primera igualdad de la segunda, hallamos el incre- 
mento de la función: 


1 1 x—u=—Ar_ Az 


Ay= IpAr x=  «(eAzx)  (+Ax)' 


Al aumentar el argumento z, por ejemplo, de 4 a 4,5, la función 
recibe un incremento: 


(porque z=4, z+Axr=4,5 y Azx=0,5), es decir, disminuirá en 5 , 
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4%. Hállese la expresión del incremento de la función 
f(x), que está condicionado al cambio del valor del argu- 
mento x en la magnitud Az. 

El valor inicial de la función es 


y=1f(x), 
y el valor incrementado de ésta 
y HAy=f(82-+4Az). 
Al restar, encontramos que el incremento de la función 


Ay=f (24 Ax) —f (1) (0) 


$ 64. Resumen de propiedades y de las gráficas 
de las funciones elementales básicas 


1”. Las funciones estudiadas en la álgebra y trigonome- 
tría son: 

1) y = 2*, donde a es un número dado; 

2) exponencial, y =a*, en la que a>0, aX 1, 
—00 ZE <H4 00; 

3) logarítmica, y = log,r, donde a—-0, ax tl; 
0<zx<+oo; 

4) trigonométricas; sen 2, cos x, tg x, cotg 2; 

9) trigonométricas inversas: arc sen x, arc cos x, arc tg 2, 
arc cotg x, ... etc. y que se denominan funciones elementales 
básicas. 

La función y = 2%, donde a es un número irracional, 
y otras enumeradas anteriormente: exponencial, logarítmica, 
trigonométricas y trigonométricas inversas se llaman funcio- 
nes trascedentales básicas * 

Se llaman también funciones elementales todas las 
funciones formadas de las funciones básicas por medio de un 
cierto número de operaciones de adición, sustracción, multi- 
plicación, división y del empleo de los signos de las funcio- 
nes elementales básicas. 

Por ejemplo, 


a arccos — Y/sen x 


es una función elemental. 


* Estas funciones se llaman trascendentales porque no pueden 
ser expresadas por ecuaciones algebraicas. 
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Estudiaremos las propiedades y las gráficas de las funcio- 
nes elementáles más sencillas y básicas. 
2”. Si la función y dex posee tal propiedad, que la rela- 


ción z es constante e igual a k, 
L<h 


entonces la dependencia entre y y x se llama dependencia 
directamente proporcional y se expresa por la fórmula 


y =kx, 


el número k se llama coeficiente de la proporcionalidad directa. 
La gráfica de la proporcionalidad directa y = kx es una 
recta que pasa por el origen de coordenadas. 
3”. Si la función y de x posee la propiedad de que el produc- 
to xy es una constante igual a k, xy=k, 


entonces esta dependencia entre y y x se llama dependencia in- 
versamente proporcional y el número k, coeficiente de la pro- 
porcionalidad inversa. 

La gráfica de la proporcionalidad inversa es una hipérbola 
equilátera xy = k, situada en el primer y tercer cuadrante 
para k>0, y en segundo y cuarto cuadrantes para k < 0. 

Se puede notar también que la proporcionalidad inversa 
entre y y x se caracteriza en que al variar una de ellas en cier- 
to valor, varía en un valor inverso la otra, o sea, si, por 
ejemplo, 

Y. 


2= MX, entonces ya= se 


Y en efecto, solamente en tal caso el producto 
Zay=Mx y = yyy = ko 
4”. La función expresada por medio de la ecuación: 
y =kx-+b, 


se llama lineal y su gráfica es una línea recta. 
Hallemos el incremento Ay de la función lineal condi- 
cionada por el incremento Ax del argumento: 


Ay=k(x + Ax) +b—(kx-+b), o 


| 3y=%-Az | (1) 


110 


Esta igualdad expresa la propiedad fundamental de la 
función lineal: el incremento de la función lineal es directa- 
mente proporcional al incremento de su argumento y no 
depende del valor inicial del argumento. 

En particular, a iguales incrementos Áx, para diferen- 
tes valores iniciales de x, le corresponden iguales incrementos 
Ay (tig. 72) 

Ninguna otra función posee esta propiedad. 

Demostremos que cualquier función y == f (x), cuyo in- 
cremento Ay es directamente proporcional al incremento Ax 
de su argumento, es una función 
lineal. 

De (1) se deduce que: 


=*, (2) 


es decir, la razón del incremento 
de la función lineal y=kx+-b en 
cualquier punto x respecto al 
incremento del argumento x tiene Fig. 72 
un mismo valor, igual a k. 


A Z AY, ] 
Si para todos los valores de x, la razón e tiene un mismo 


valor, la variación de y se llama uniforme y la razón SE se 
llama velocidad de variación de y. 

La variación de la función lineal es uniforme, y la veloci- 
dad de esta variación es numéricamente igual al coeficiente 
angular k de la gráfica de la función dada. 

9”. La función y de x, expresada por la relación de los 


binomios ar+-b y cr+d, donde e + 0, 


_ax+b 
—Tecr+d? 
se llama función linealmente racional. 
ar+b a 


Si c=0, Uta TZ 24 es función lineal. 


Sia=0yd=0,y=262y=-", es decir, si a=0 


y d =0, la función linealmente racional expresa la propor- 
S E z ale k 
cionalidad inversa entre y y x. La función y = 7 es una for- 
ma particular de la función linealmente racional. 
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La gráfica de la función linealmente racional es una 
hipérbola equilátera con centro en 0' ( En 2 
tas paralelas a los ejes de coordenadas del sistema x0y 
($ 35, 5 (fig. 73). 

6”. La función de potencia y= x*" es la potencia del argu- 
mento de x, el exponente de la cual a es número dado. 

Son posibles los siguientes casos: 1) cuando a es un número 
racional, 2) cuando a es un número irracional. 

En el primer caso, la función de potencia es 
algebraica. 

Notemos, que la función y = f (x) se llama algebraica, 
si sus valores surgen como resultado de operaciones algebrai- 
cas efectuadas con los valores 
de x y de números dados, es 
decir, de adición, sustracción, 
multiplicación, división, eleva- 
ción a potencia entera y positiva, 
y extración de raíces, con índice 
entero y positivo. 

Si el exponente a es un número 
entero y positivo (y =x?, y = a? 
etc.), entonces y = x” es función 
entera y definida para todos los 
valores de z. 

Si el exponente a es un núme- 
ro entero y negativo, entonces 


a r 
: 2) , y con asinto- 


y = x%”, es función racional (y ar! =, y=x? E 
y =x3*= a Pe etc. ) y definida para todos los números 


positivos y negativos, y para x = O es indefinida. 


Si el exponente a es un quebrado irreducible, a = q 


donde p y q son números naturales, y además q > 1, entonces 


Pp 

= 9 /—, .. . . z 
y=x1= Vx" es una función irracional. Aquí es po- 
sible: 


1) que q sea igual a un número impar; 2) que q sea igual 
P 


a un número par. Para un valor impar de q la funcion y = x1 


está definida para todos los valores de x, pero para un valor 
Pp 


par de q la función y = 27 está definida solamente para 
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valores positivos de x, en este caso se entiende que la raíz 
Vo . r4s 
Y zx es aritmética. 

En la figura 74 se representan las gráficas de la función 


Ao BA . .2,3,14 
y == para a = 3;4; —2; —S $; 03: 


ay y b) y c) 
xy 
E 
> 
0 XI 
0 NA 
7] 


Fig. 74 


Enelsegundo caso, cuando a es un número irra- 
cional, lo designaremos con la letra a. La función de poten- 
cia y = x% (por ejemplo, y = 4%, y = eV 2) es función 
trascendental; esta función se estudia solamente en caso de 
valores positivos de x, y los de la función son números 
positivos, 2% > 0, 

7, Funciones monótonas. 

Definiciones. l. La función | (x) se llama crecien- 
te si para dos valores diferentes cualesquiera del argumento x, 
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al valor mayor del argumento x le corresponde un valor mayor 
de la función, es decir, 


para 11<%o, se tiene f (21) < f (29). 


2. La función f (x) se llama decreciente si para dos valores 
cualesquiera diferentes del argumento x, al valor mayor del 
argumento corresponde un valor menor de la función, es decir, 

para x¡< to, se tiene f(x,) > f (22). 

3. La función f (x) se llama no decreciente si para cuales- 
quiera t, y ta, siendo x, < xz se tiene f (x,) < f (22). 

Análogamente, la función f (x) se llama no creciente si 
siendo x, < to, se tiene f (c,) > f (x2). 

De esta suerte, una función no decreciente se distingue 
de una creciente en que para la función no decreciente es 
posible la igualdad de los valores de la función en dos valores 
diferentes del argumento, mientras que para la función 
creciente no es posible. 

4. Las funciones no decrecientes y no crecientes se llaman 
monótonas, y las funciones crecientes y decrecientes se llaman 
estrictamente monótonas. 

8. Función inversa. Si la función y =f (x) 
está definida en cierto intervalo, significa que a cada valor 
x de este intervalo, le corresponde un único valor de y 
igual a f (2). 

Supongamos, que a cada valor de y del conjunto de valo- 
res de la función y = f (x), le corresponda un único valor 
de x, el mismo valor de x para el cual el valor de la fun- 
ción f (x) es igual al valor dado y. Geométricamente significa 
que la gráfica de la función y = f (x) corta a la recta paralela 
al eje de abscisas sólo en un punto. 

La ecuación y = f (x) determina en este caso dos funcio- 
nes: 1) la función explícita y = f (x) y 2) la función implí- 
cita x de y, que designaremos con el símbolo f (y). La 
segunda función x= f (y) se llama función inversa de la 
función y =f (zx). 

Es evidente, que la función inversa f (y) existe, si para 
dos diferentes valores del argumento de la función y = f (x) 
corresponden dos diferentes valores de la función, o sea para 
cualquier valor x, y x, del intervalo dado cuando 21, Y 
E La f (21) +1 (22). 

De esto se deduce que cada función rigurosamente monóto- 
na tiene función inversa. 
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Ejemplos. 1) La función y = a3 es creciente en el interva- 
lo —o0 <x< +oo y tiene función inversa rr = Y: 

2) La función y = x? es creciente en el intervalo 0 <xr < +00 
y tiene en este intervalo la función inversa x= — V/y. 


Gráfica de la función inversa. La 
abscisa del punto de la gráfica de toda función, es el valor 
del argumento, y la ordenada, el valor de la función. Para 
emplear dicha propiedad en la gráfica de la función inversa, 
debemos cambiar los lugares 
de y y x en la ecuación de la 
función inversa, es decir, 
obtener la función inversa 
en la forma y =f (x). 

Como gráfica de la función 
inversa siempre se entiende la 
gráfica de la función y =f (2). 

En la fig. 74, a, g se mues- 
tran la gráfica de la función 
y = £* y gráfica de su función 
inversa y = Vo expuestas en 
el ejemplo 1. 

9. La función exponencial 
y=0“, es la potencia de número positivo a diferente de la 
unidad, el exponente de la cual x es argumento, es decir, la 
magnitud variable. 

Se conoce del álgebra que: 

1) y = a* es definida para el conjunto de valores reales 
(—o <zx<-+o00), y positiva, y = a* > 0; 

2) para =0, a* = 41; 

3) y =«a* es la función rigurosamente monótona: si 
a > 1, es creciente, precisamente, cuando x aumenta en el 
intervalo —o <zx<-+o0o, la función crece en el inter- 
valo 0 <at<z+oo0; 

si a <1 es la decreciente, precisamente, en caso del 
aumento de x en el intervalo —oo < x<-+ oo, la función de 
creciente en el intervalo +00 > a* > 0, 

Estas propiedades pueden observarseen la gráfica (fig. 75). 

En el proceso de la construcción de la gráfica de la fun- 
ción exponencial conviene utilizar las siguientes propiedades 
de ésta; hallados los valores de y e y, para valores 2, y tz. 
Entonces el valor de la función exponencial para el valor 
%3. igual a la suma de x, + 22, es igual al producto y;-Y2. 
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En efecto, si 
y =a%, ya=a%, 
entonces 
Ys =Y1: Ya =a%1.q%= qYHza, 

Así, a propósito, se explica el progreso impetuoso de 
la curva y = a* cuando crece el argumento zx (a > 1). 

10. La función logarítmica. Como la fun- 
ción exponencial y = a*, en rigor es monótona, posee fun- 
ción inversal a logarítmica: x = log, y. Nosotros la estudia- 
remos dándole designaciones corrientes: y es función; x el 
argumento; o sea y = log,z. 


MV(x=a,at2XT, at2TT 2, ) 


Fig. 76 Fig. 77 


La base a es el número positivo y diferente de la unidad. 

Se conoce del álgebra, que: 

1) la función log, x es definida para el conjunto de 
números positivos 0 <x <-+o0; 

2) si x=41, log¿x = 0; 

3) la función logarítmica es rigurosamente monótona: 

para a > 1 es la creciente, cuando crece x en el intervalo 
O<r<+oo la función crece en el intervalo —0o0 < 
< log, 1 <+ 00, 

además cuando zz <1 es negativa, y cuando >> 1, 
positiva; 

sia <1l es la decreciente, cuando x crece en el intervalo 
0<zx<+oo, decreciente en el intervalo +00 > log, x > 
> —oo, al mismo tiempo si << 1, es positiva, y para 
x > 1, negativa. 

Estas propiedades se ven en la gráfica de la función 
(fig. 76). 
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11. Correspondencia entre los valo- 
resylospuntosdeunacircunferencia. 
Las funciones trigonométricas se estudian en la escuela 
media como funciones del ángulo (o del arco). Pero ya en el 
curso escolar de trigonometría se señala que pueden ser consi- 
deradas como funciones de argumento numérico. En el 
análisis matemático como función trigonométrica se entiende 
siempre función de argumento numérico. 

Si en el plano x0y (fig. 77) tenemos una circunferencia O 
de radio igual a la unidad del sistema x0y, R = 1, la lla- 
maremos la circunferencia de radio 1. 

Considerando el punto arbitrario M de la circunferencia O 
como final de los arcos, trazados por la rotación del punto 
desde el origen A, en sentido contrario al de las agujas del 
reloj o simplemente en el sentido del movimiento, con 
el punto arbitrario M de la circunferencia O de radio 1 se 
ponen en correspondencia los números 


X=a+2nk, 


donde el número O < a < 2n es una medida en radianes* 

de un arco menor de los no negativos arcos AM, con origen 

en el punto A y final en M, si k =0; +1; +2; +3; ... 
Inversamente, a la serie de números reales 


X=a+2nk, 


para0<a<2ni y k=0; +1, +2; +3; ... se le pone en 
correspondencia, en la circunferencia de radio 1, el punto M 
que es el final del menor de los arcos no negativos AM =X 
rad, con origen en el punto A y final en M. 

La circunferencia de radio 1, considerada en el sistema 
x0y, se llama circunferencia numérica, y el número X, pues- 
to en correspondencia con el punto M de la circunferencia, 
se llama coordenada circular del punto M. 


A lo expuesto se le puede dar la siguiente ilustración. 

Sea dada una circunferencia O de radio 1 y el eje numérico AX, 
tangente a la misma en el origen A de los arcos, con origen en el punto A, 
8 A escala 1 = R y sentido positivo de abajo hacia arriba 

ig. , 

Supongamos que la circunferencia es rígida (no puede ser defor- 

mada), y el eje AX es un hilo flexible y no extensible sin espesor. 


* La medida en radianes del arco se llama su longitud si el radio 
es igual a la unidad. 
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Superpongamos mentalmente sobre la circunferencia el semieje posi- 
tivo AX, girándolo alrededor del punto A en el plano x0y en contra 
de las agujas del reloj. Al finalizar la primera vuelta completa de AX 
habrá una coincidencia total del semisegmento O < x < 21 del eje 
con la circunferencia *. 

La “coincidencia total” debe ser entendida así: cada punto X 
del semisegmento O < x < 21 del eje coincide con un punto de la 
circunferencia, precisamente con aquel punto M que es el extremo 
del arco positivo AM, que tiene, con R = 1, 
la longitud X. 

Y viceversa, el punto M de la circunferen- 
cia, que es el extremo del arco positivo AM 
que tiene la longitud X (0 < X < 21), para 
R = 1, coincide con un punto del semiseg- 
mento O < X < 21 del eje AX, precisamente, 
con aquel punto del eje, cuya coordenada es 
el número X. 

En la segunda vuelta completa tiene lugar 
una coincidencia total con la circunferencia 
del semisegmento 21 <X <4n del eje; en 
la tercera, del semisegmento 4a < X < 6n, 
etc. De este modo, cualquier punto del semieje 
numérico positivo AX, que es la imagen geo- 
métrica del número X, eh a ser el punto M 
de la circunferencia, y por eso el punto M de 

Fig. 78 la circunferencia se toma como la imagen 

] geométrica del número X. Pero si al punto del 

eje numérico le corresponde un único número, 

entonces al punto de la circunferencia le corresponde una serie infi- 
nita de números. Hallemos la fórmula de esta correspondencia. 


Sea 0< a< 2n Representemos cualquier 
número X 
del semisegmento 0< X < 2n como X=a-w 251.-0, 
del semisegmento 21 < X < 4n como Y =a--251-1, 
del semisegmento 41 < Y < 61 como X =a+21-2, etc. 


Cualquier número no negativo X del eje AX 
X=a+2n-k, (+) 


donde k=0,1,2,3,... 

Supongamos que giramos mentalmente alrededor del punto 4 
el semieje negativo del eje numérico AX (fig. 79) también en el plano 
x0y, pero a favor de las agujas del reloj. Entonces hay una completa 
coincidencia de la circunferencia con los semiintervalos del eje —2n < 
<X<O; -—4n<X S< —21; —6n1 < X < —4n, eto. 

Supongamos, como antes, que 0 <a < 2x1. Entonces cualquier 
ras del semisegmento —21 < X <0 puede ser representado así 
(fig. 79): 

X= -—(21—a)=a—21=a+21 (—1), 


* La longitud de la circunferencia con R = 1 es igual a 27. 
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y de los semiintervalos —41< X <2mt, 61< X <4H; ..., 
respectivamente: 
X =4—25 (-2) a—21 (+3); ... 
o como: 
X=a425n (—2); a+ 21 (—3); ... 
En general, cualquier número no positivo X del eje AX 
X=a-+25 (—k), donde k=1, 2, 3,... 


Uniendo esta fórmula con la fórmula (*) obtenemos que cual- 
quier número real 


X=a+21nk, 
donde 
0<a< 2, k=0; +1; +22; +3; ... 
y a cualquier número X le corresponde en la 
circunferencia numérica el punto M (X), que es 


el final del menor de los arcos no negativos con 
origen en el punto A y final en el punto M. 


12. Las funciones trigo- 
nométricas como funcio- 
nes del argumento numé- 
rico. Definiciones: 

1. Se llama seno de un número X a la 
ordenada del punto que le corresponde en Fig. 79 
la circunferencia numérica. 

2. Se llama coseno de un número X a la abscisa del punto 
que le corresponde en la circunferencia numérica. 

Por definición, si al punto X le corresponde en la circun- 
ferencia numérica el punto M (zx, y) 
(fig. 80), entonces 


sen X=y, cos X =x, 


3. Se llama tangente de un nú- 
sen X 
S5xÍ O sea, 
teX es la relación de la ordenada 
a la abscisa del punto de la cir- 
Fig. 80 cunferencia numérica correspon- 
diente a X. 

4. Se llama cotangente de un número X a la relación 
cos X 
sen X ” 
nada del punto de la circunferencia numérica Ccorres- 
pondiente a X. 


mero X a la relación 


o sea, ctg X es la relación de la abscisa a la orde- 
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Las funciones sen X y cos X expresan las leyes de varia- 
ción de las coordenadas de un punto en su rotación circular, 
y tg X y ctg X, las leyes de variación de sus relaciones. 
Por eso, senX, cosX, tgX, y ctgX también se llaman 
funciones circulares. 

Entre senX, cosX, tgX y ctgX existen tres relaciones 
independientes: 

1) sen?X cos? X =1, 2) tgr= ena 3) tgX-ctg X =1. 


COS zx 


Campos de definición y de valores 
de las funciones circulares. Las funciones 
sen X y cos X están definidas en el conjunto de todos los 
números reales, o sea, 

o <XX< +00. 


Ya que las coordenadas x, y de los puntos de la 
circunferencia numérica son números de los segmentos 


entonces 
—i<senX<1, —1<cosX<1. 

La función tgX no está definida para aquellos X, 
para los cuales cos X = O, es decir, para X = + + 2-1, 
donde k = 0; +1; +2; ..., y está definida en los intervalos 
entre estos puntos, o sea, en los siguientes intervalos 

3 - Tm. TU m—., 
¿ALZAS == <X<G 5 
sí 3. 
FX"... 


La función ctg X no está definida para todos aquellos X, 
para los cuales senX = 0, es decir, para X = kx, donde 
k =0; +1, +2, ..., y está definida en los intervalos com- 
prendidos entre estos puntos, o sea, en los intervalos 


co. —2ZIX< —; -A<X<0O; 0<nT ATIX<2N;.. 


1 Funciones periódicas. Definición. 
La función f (x) se llama periódica, si existe un número positi- 
vo l, tal que para cualquier valor del argumento x los valores 
de la función en los puntos x,x-+1 y x—l son iguales, o sea, 


Ha) =f (141) =](x— 1). (+) 
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De la definición se deduce que si f(1)=f(x+1)= 
=f(2—1), 
entonces 


H(c)=f(2+k0, 


k=+1zx+2;... 


Por eso es importante conocer el menor número positivo 1, 
para el cual se cumplen las igualdades (*) para todo valor 
de x. Tal número positivo se llama período de la función 
f(x). 

14. Teorema. Las funciones circulares son funciones 
periódicas. 

En efecto, sea X un número fijo cualquiera, para el 
cual la función circular considerada está definida. Entonces 
a los números X, X + 21, X — 21 les corresponde, en la 
circunferencia numérica un mismo punto, cuyas coordenadas 
cartesianas son zx, y. Por esto 


sen X = sen (X + 211) = sen (X — 21) =y, 
cos X = cos (X | 231) =cos (X — 21) =x, 
tg X=t8(X4+21)=tg(X-20=-%, 


ctg X =ctg (X 4-21) =ctg (X 28) =>. 


Para sen X y cos X el número 2 x es el período, ya que 
no existe ningún número positivo menor que cumpla la con- 
dición de periodicidad (*), Pero para 
tg X y ctg X existe un número menor, 
que es n, el cual es período de tgX 
y ctg X. 

Efectivamente, tracemos en la 
circunferencia numérica un diámetro 
cualquiera (fig. 81). Si la coordenada 
numérica de uno de sus extremos 
es X, entonces la del segundo es 
X + uoX — 1, y si las coordenadas Fig. 81 
cartesianas de uno de los extremos 
del diámetro son (x, y), las del otro serán (—x, —y). Por 
eso tenemos que: 


tgx=2, tg(X41)=tg(X—0)===-2, 


donde 


T 
ctg X=7> ctg(X 41) =ctg (X=) == => 
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es decir, 
tgX=tg(X +m), Ctg X=ctg (X + m). 


Escribamos las fórmulas de periodicidad de las funciones 
circulares: 


sen X = sen (X /- 214), 

cos X = cos (X +4 2:11), 
tg X=tg (X + xml), 

ctg X= ctg (X + xk) 


donde 
k=+1; +2; 


15. Funciones pares e impares. Defi- 
niciones: 41. La función f(x) se llama par, si para 
cualquier valor x de su campo de definición, el número —zx 
también pertenece a su campo de definición, y f(—x) = 
=f (1) 

2. La función f (x) se llama impar, si para cualquier valor x 
de su campo de definición, el número -x también pertenece al 
mismo, y f[—x) = —f (2). 

SS 1) f(x) = 2? para —o <x< +00 es una fun- 
ción par; 2) f(x) = x*, si —o <zx< +oo es una función impar; 
Al f(x) = x? para 0 <xr< +00 no es ni par ni impar, ya que para 

valor de x > 0 el valor opuesto de x no pertenece al campo de defi- 
nición de la función: 

4) y = (x — 1)? no es ni par ni impar, ya que, por ejemplo, para 
2=2 y = (2-1)? =1, y para 1 = —2 y = (2-1)? = 9. 


Para una función par f (—x) = f (2), los puntos [x, f(x)1 
y [—x, f(x)] están dispuestos simétricamente respecto al eje 
Oy, y por lo tanto, la gráfica de una función par es una línea 
simétrica respecto al eje Oy. 

Para una función impar fl—x) = —f(x) los puntos 
(e, fla) y I—e, —f(x)] están dispuestos simétricamente 
respecto al origen de coordenadas O y por lo tanto, la grá- 
fica de una función impar es una línea asimétrica respecto al 
origen de coordenadas O. 

16".Teorema. La función cos X es par, y sen X, tgX 
y clgX son impares. 

En efecto, si en la circunferencia numérica O está el 
punto X, entonces en ella está también —X simétrico 
respecto al origen 4 y al eje de abcisas Ox; además, si las 
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coordenadas del punto X con (zx, y), entonces las coordenadas 
del —X son (x, —y) (fig. 82). Por eso 


cos X=x, y cos (— X) =x, es decir, cos (— X) =cos X; 

sen X= y, y sen (— X) = — y, es decir, sen (—.X) = —sen X; 

tgX= 2, y tg(—X)=], es decir, tg(—X)=—tgX, 
Xx) 


ctg X = ha , y tg (—X)= =j , es decir, ctg (— X)=—ctg X. 

17. Intervalos de monotonía de las 
funciones circulares. Dela condición f(—x) = 
=—+f(x) de la función de ser impar, 
se sigue que si en el intervalo (a,, b) 
la función impar flx) es creciente 
(decreciente), entonces ella es creciente 
(decreciente) también en el intervalo 
simétrico (—b, —a). Asimismo, de 
la condición fil—x) = f(x) de la 
función de ser par, se deduce que 
si en el intervalo (a, b) la función par 
es creciente (decreciente), entonces en 
el intervalo simétrico (—b, —a) la Fig. 82 
misma es decreciente (creciente). 

Partiendo de esto, para determinar los intervalos de 
monotonía de las funciones par e impar, es suficiente determi- 
narlos sólo para los valores positivos de argumento. 


En el intervalo 0 < x<5 (véase fig. 82) al crecer X, y 
crece de O a 1, y x decrece de 1 a 0. De aquí se deduce que 
en el intervalo 0O<zx< > 


sen X es Creciente de O a 1, 

tg X es creciente de 0 a +00. 

Basándose en la observación hecha, y debido a que las 
funciones sen X y tgX son impares, en el intervalo 


— GF X <0 simétrico respecto a O<ZX< 5 , 


sen X es creciente de —1 a 0, 
tg X es creciente de —oo a 0. 


Por lo tanto, sen X y tg X en el intervalo 5 <ZX< 5 
son funciones crecientes, y además cresen en los intervalos 
—1i<senX<41 y —o<tgX<-+o00. 
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La función sen X es también creciente en los intervalos: 
—F +2 <X<G +2, 
y decreciente en los intervalos: 
— FM M+ 1) <X< FA 0(2k 4-4). 


La función tg X es creciente en todos los intervalos en 
los que está difinida, o sea, en los intervalos 


++ ik <X<F-+nh. 


Guando X crece en el intervalo 0 <X < >, x decrece, 
e y crece; por esto, a decrece. En el intervalo 5 <ZX<N, 


. Tr YT 
x es negativo, |x| crece, e y decrece; por eso 2] crece, y y 


decrece (fig. 82). 
Así, pues, cos X y ctgX en el intervalo 0 <x <a son 
funciones decrecientes, disminuyendo en los intervalos 


1>c0sX>-—1, +o0 >ctgX>>—o0, 


el cos X también es decreciente en los intervalos: 
21k<X<wui(2+ 1), 


y creciente en los intervalos: 
T(2k410<X<wui(k4 2), 


la ctg X es una función decreciente en todos los inter- 
valos en los cuales está definida, o sea, en los intervalos 


ki<X<mn(k+1). 


Todas las propiedades consideradas de las funciones 
trigonométricas tienen su adecuada ilustración en las gráficas 
de las funciones: Y =sen X, Y =c0sX. Y =tg X, Y =ctg X 
(figs. 83 y 84). 

18. Funciones circulares inversas 
(trigonométricas). 

Fue demostrado (en 8”) que en el intervalo de monotonía 
figurosa una función tiene su función inversa. 
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Las funciones Y = sen X, Y = tg X son estrictamente 
monótonas (crecientes) en el intervalo -3< Xx<% y en él 
tienen sus funciones inversas x = arcsen Y, X=arctg Y. 

Las funciones Y = cos Y, Y = ctg X son estrictamente 


monótonas (decrecientes) en el intervalo U<X<Hx, y en 


Fig. 83 


éste tienen sus respectivas funciones inversas X =arc cos Y, 
X = arcctg Y. 

Estas funciones inversas se llaman funciones circulares 
inversas, o funciones trigonométricas inversas. Las estudia- 


Y=ctg X 
Y / Y =tgX 


l f | l Í I 
k 1 y 1 1 A 
k y Ñ Ñ N A 
GÍA NL YN TNA ITA [I70 
ZEN JNE ANY HO ANGIE NN Y ZII IT Xx 
Ny A NS A 
ps A A y A 
I y ] | | 
Fig. 84 


remos introduciendo las notaciones comunes: designar la 
función por la letra Y, y su argumento por X., 
Por definición, 


Y =arcsen X, si sen Y = X yJIGSY<EG; 
Y =arccos X, si co Y =X y 0<Y<ux; 
Y =arctgX, sitg Y =Xy—3<Y<=3; 
Y =arcctg X, sictg Y =X y 0OCY<mn. 
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Las funciones arcsen X y arctg X son crecientes, y arccos X 
y arcctg X son decrecientes. 

Al crecer X en el intervalo —1<X=<1, la función 
arcsen X crece en el segmento — < aresen X < z , y el 
arccos X decrece en el segmento 1 > arecos X > 0, 


Fig. 85 
Al crecer X en el intervalo —oo < X <-+o00, la función 
arctg X crece en el intervalo — 5 <arctg X < 5 yarcctg X 


decrece en el intervalo rn >arcctg X >0. 


KE 
2 


Fig. 86 


Las gráficas de las funciones Y = aresenX, y arccos X, 
Y < arctg X e Y = arcctgX están representadas en las 
figs. 85 y 86. 


$ 65. El límite de una función en un punto € 


1%, Cuando se dice sobre el límite de una función f (x) en 
el punto c (x —>-c) se supone que existen valores del argumento 
x, arbitrariamente cercanos al número c, en otras palabras, 
que el entorno de cualquier radio pequeño ÓÚ con centro en el 
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punto c, contiene valores de x, no iguales a c, para los cuales 
la función f (x) está definida. En el mismo punto c la fun- 
ción f(x) puede no estar definida. 

2% Ejemplo. Supongamos que f (1) =x? y 2 —>2. Indi- 


quemos que si x se aproxima al número 2, la función 1? se aproxima a 4. 
Por ejemplo: 


si t= | 1,9 | 1,99 | 1,999 | ..>2 
entonces 22 | 3,6 | 3,96 | 3,996 | . >4 
si I= | 2,1 2,01 | 2,001 | >2 
entonces x2 | 4,5 4,05 | 4,005 | >4 


Para cada número positivo e, arbitrariamente pequeño existe 
tal Ó entorno del punto x = 2, que para todos los valores de x, per- 
tenecientes a este Ó entorno, la diferencia x? — 4 será en valor absoluto 
menor que e, es decir, 

|224|<e. (1) 


|224|=|24-2]-] 721, 


Ya que 


se puede escribir: 


|24+2] [r-2|< e. 


Es claro, que para que se cumpla la desigualdad (1) es sufi- 
ciente que sea cumplida la desigualdad 


l2=21< 437: (2) 


El valor del denominador |x+-2| se puede elegir examinando 
la variación de x en un entorno determinado del punto =2, por 
ejemplo, en el intervalo 1< < 3; en este intervalo 


3<|14+2|<5. 

Sustituyendo en la desigualdad (2) |x + 2 | por el número 5, 
se obtiene: la desigualdad |x?—4|-<e se cumple por pequeño 
que sea el número positivo €, si | z— 2 |< Ben 

En otras palabras, la desigualdad | x? — 4 | < e se cumple para 


todos los valores de x pertenecientes al entorno del punto x = 2 de 


radio Ó = > 
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El número 4 se llama límite de la función x? si x > 2, o límite 
de la función en el punto x= 2 

3. Definición. El número A es el límite de la 
función f(x) en el punto C si para cualquier número pequeño 
positivo dado existe un número positivo 6 tal que la magnitud 
absoluta de la diferencia entre f (x) y A es menor que e, si la 
magnitud absoluta de la diferencia entre x y c es menor que Ó, 
es decir, 


||f()—Al<e, si 0<|e—e]<8, (11) 


4”. Geométricamente, la verificación de la desigualdad 


[f()-A|]<e 
una vez cumplida la desigualdad 
0<|r—c|<Ó 
significa que si en el eje Oy se seña- 
la un entorno del punto A de un 
radio € arbitrariamente pequeño 
(fig. 87), se puede encontrar tal 6-en- 
torno del punto c en el eje Ox que 
todos los puntos del cual (con la 
posible excepción de su centro c) se 
reflejan en el e-entorno del punto A, 
en el eje Oy. 
5%. Puede ocurrir que para z>c la función 
sea una magnitud infinitamente grande. Por 


ejemplo la función y= 7 (fig. 74), para x —>0 es una 


magnitud infinitamente grande. 
En este caso se deben aplicar las indicaciones de $ 50. 
1% y $ 59, 2%. 


$ 66. El límite de una función para x — oo 


1”. Algunas funciones tienen límite finito 4 si el argu- 
mento x crece (o disminuye) indefinidamente. 


Ejemplo 1. f(1)= a tiene como límite el nú- 
mero 2, para x —>-3+ 00 (fig. 88). En efecto, 


fa) ="H=242 
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De donde: : 


Dado un número positivo e arbitrariamente pequeño, 
tenemos: 


4 
[f()—2|<e, para |x| ><. s 
Por lo tanto, 
lim f(=2. 2 
x (+ 00) , 
Ejemplo 2. lim 10*=0. 
x > (— 00) 0 z 
En efecto, como 10*>>0, para 
cualquier x determinada 
10*—0<e, si z<lge. F ig. 88 


Ejemplo 3. lim 10%= -+o0. En efecto, por grande 
2 > (+ 00) 
que sea el número positivo NV propuesto, se tiene que 


10*>N, para x<>lgWN. 


2% Definición. El número A es el límite de la función 
Íf (x) para 2 > 00 cuando para cualquier número pequeño positivo e dado 
existe un número positivo N tal que: 


If()—A|<e, para z>N(o <—M). 


$ 67. Observaciones 


En ocasiones resulta que el límite de la función f (x) 
en el punto c tiene diferente valor cuando zx tiende a c por 
la izquierda, es decir, siendo menor que c, y cuando x tiende 
a c por la derecha, es decir, siendo mayor que c. 

En el caso, cuando en el punto c los límites de la función 
“por la izquierda” y “por la derecha” no son iguales, la fun- 
ción en el punto c no posee límite ordinario. 


Ejemplo. Hallar el límite de la función: 


19=——, 


1100 
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Solución. Indiquemos la magnitud del quebrado _> a 7 Por 
medio de z, 
1 


z2= . 
t—=E 


Si x se aproxima a c por la izquierda (x< c), la diferencia 
x-—c se aproxima a cero, permaneciendo negativa, y z en este caso 


Fig. 89 


tiende a —oo. Como lim 10%7=0, se tiene 
2>-—(00) 


Si x se aproxima a c por la derecha (x > c), la diferencia x — c 
se aproxima a cero, siendo positiva, y la magnitud z en este caso tien- 
de a +00, Como lim 10%=-+00, la magnitud del quebrado 


2 (+00) 
1107 tiene como límite 0: 
lim f(x) =0. 
x>Cc 
x><c 


Por consiguiente, la función dada posee límite “por la izquierda” 
igual a 1, límite “por la derecha” igual a 0, y no tiene límite ordinario, 
(fig. 89). 


2”. Por la definición de límite, el número Á es el límite 
de f(x) en el punto x =cC para la condición |f (x) — 
—Al<e, si 0<|]zr—cl]<ó. 

Estas desigualdades muestran, que los valores de la 
función existen y se estudian en el entorno del punto x =cC; 
además, la desigualdad 0< |r—c| excluye el mismo punto 
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x=c, osea, el valor de la función f (x) en el punto x = c no 
se estudia. En el punto x = c la función puede no ser definida 
y los valores de la función en el punto x =cC pueden no 
existir. 

La existencia o no existencia del límite de la función 
f (x) en el punto z = c se determina por los valores de la 
función para rc. 


Por ejemplo, fusta no está definida 


1 
1 410% 

para 1 =c, ya que para z =c, 2 —c=0 y la división 
—=3 no es posible; pero esta circunstancia no juegá 
ningún papel para el cálculo del límite f (x) en el punto x =c. 
No se excluye el caso, de que en el punto x = c existan 

el valor de la función, el número f (c), y el límite de la fun- 
ción, el número A, pero estos números no sean iguales entre 


sí, (0) +4. 


$ 68. Continuidad de la función en un punto 


1”.Definiciones. 1. La función f (x) se llama con- 
tinua en el punto x =c, si el límite de la función en el punto 
ces igual al valor de la función en este mismo punto, es decir, si 


lim (2) =1(9 


2. Todo punto en el que la función sea continua, se llama 
punto de continuidad de la función. 

3. La función se llama continua en un segmento si es 
continua en cada punto del segmento. 

4. El punto en el que no se cumple la condición de con- 
tinuidad de la función se llama punto de discontinuidad 
o punto de interrupción de la función, y la propia función 
se llama discontinua en el punto. 

2. El incumplimiento de la condición de continuidad 
(1D) puede consistir, por ejemplo, en lo siguiente. 

1. El límite de f (x) en el punto c a la izquierda no es 
igual al límite por la derecha. Por ejemplo: a) la función 


(0) = A en la que c>0 (fig. 89), en el punto x=c 
144090 


(HD) 
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tiene límite a la izquierda, igual a 1, y a la derecha, igual 
a 0 ($ 67); x= c es el punto de discontinuidad; b) la función 


f(x) = [+] (fig. 90) en el punto x =0 tiene límite a la 


y 


23 -2-1 0+4+1+2+3 zu 
Fig. 90 Fig. 91 


izquierda, igual a —1, y a la derecha, igual a +1; x =0 
es el punto de discontinuidad de la función. 

2. El límite de f (x) en el punto c no es igual al valor 
de la función, para x =cC. Por ejemplo, la función 

|x|, si es cualquier número 
y 10 =| rel, pero no entero, 

0, si x es número entero, 
en los puntos —3, —2, —1,1,2,3 
tiene un mismo límite, tanto a la 
derecha como a la izquierda, igual 
respectivamente a 3, 2,1,1,2,23, 
pero el límite no equivale al valor 
de la función en esos puntos, que 
es igual a cero. La gráfica de esta 
función (fig. 91) es una línea que- 
brada formada por las bisectrices de 

251012 2% los angulos de coordenadas del 

Fig. 92 segundo y primer cuadrantes, de 

las cuales se han “extraído” los 

puntos que tienen como abscisa un número entero, habiendo 
sido colocados estos puntos en el eje Oz. 

Al ser x= -—3, —2, —1, 1, 2, 3, etc., se produce la 
ruptura de la continuidad de la función. 

3. El límite de la función f (x) en el punto c es infinito. 


W 
Y 
l 
! 
4 
É 
i 


Por ejemplo, la función y = 2 (fig. 92) tiene en el punto 
= 0 límite infinito, x= 0 es punto de discontinuidad. 
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1 


El 24 2 en el punto =0 


T 
tiene como límite a la izquierda —oo, y a la derecha + oo 
(fig. 88); cuando x= 0 la función es discontinua. 

Destaquemos que los ejemplos dados no abarcan todos 
los tipos de discontinuidades. 


La función y= 


3". Los casos señalados de discontinuidad de las funciones tienen 
lugar en la técnica. Por ejemplo, las vigas que se emplean en la cons- 
trucción soportan a menudo la siguiente carga: a la izquierda de la 
sección dada, la carga está repartida uniformemente a lo largo de la 
viga y tiene una misma magnitud; a la derecha de la sección también 
está repartida uniformemente, pero tiene otra magnitud completa- 
mente diferente. Así pues, en du sección dada de la viga aparece un 
salto en el reparto de la carga a lo largo de la misma. La ley del reparto 
de la carga en este caso corresponde a una función discontinua, siendo 
el salto en el reparto de la carga a lo largo de la viga correspondiente 
al punto de discontinuidad de la función. La carga, concentrada en 
diferentes puntos de la viga, puede corresponder a los puntos aislados 
de la gráfica del reparto de la carga a lo largo de la viga. 


4.Nota. La fórmula que determina la función f (x) 

puede no definir el valor de la función en el punto c. Por 
; : k 1 

ejemplo, si f()=1l, 1(9=2, 1(9=%, 1(0) = 
— cos z 
= tz a 

res de la función en el punto x = 0, ya que dividir entre 

cero no es posible. 

En el caso que la fórmula no determine el valor de la 
función en el punto x= c, es imprescindible hallar el límite 
de la función en el punto c. Por ejemplo, se halla que en 
|=] 
T 


) , entonces la fórmula no determina los valo- 


el punto x =0 la función f(x) = posee límite por la 


izquierda —1, y por la derecha 1; la función f (1) = z posee 
límite por la izquierda —oo, y por la derecha +00; la 
función f(x) = = posee límite infinito; la función f (1) = 


= ctg x posee límite por la izquierda —oo, y por la derecha 
+0, o sea, todas estas funciones no poseen límite en el punto 
x =0 y por ello x = Ú es un punto de discontinuidad de estas 
funciones, para x =Ú no existen valores de estas funciones. 

Es posible otro caso, cuando la fórmula, por ejemplo, 


se . ., 
f(x) = =, no determina el valor de la función en el punto, 
er sen z no. 
x = 0, pero la función —— Posee límite en el punto x = 0; 
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más abajo ($ 86) se demostrará, que lim — = 1. Se puede 
x>0 
sen a 


. ., x 
en la misma forma demostrar, que la función es con- 


tinua en cada punto x +0. 

En tal caso, si la fórmula y = f (x) no determina el valor 
de la función f (x) en el punto x = c, pero el límite de la 
función f(x) en el punto x=c es cierto número A y la 
función f(x) es continua en los puntos r=£c, se considera 


Fig. 93 


a la función f (x) continua en el punto x =c, y el límite A, 
el valor de la función para x =c, f (c) = A, y se denomina 
valor de la función por continuidad. 


7 e. sen z 
De esta forma, el número 1 es el valor de la función E 


para x = 0, el valor de la función ma por la continuidad 
(fig. 93). 
$ 69. Otra expresión de la condición 
de continuidad de la función en el punto 
De la condición de continuidad (III) se deduce que 
lim (r—c)=0, (1) 


x>C 


lim [f () —f (c)1=0. (2) 
Pero la diferencia x—c expresa el incremento Áx del 
argumento en el punto c. 
x—c=Azx, 


siendo la diferencia f(x) —f(c) expresa el correspondiente 
incremento Ay de la función 


(0) Fc) =4y. 
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La tendencia de xa c es equivalente a la tendencia 
de Ax a cero. Por eso, la igualdad (2) se puede represen- 
tar así: 


lim Ay=0, 


Ax—>0 


(1V) 


es decir, para una función continua en un punto, el incre- 
mento de la función es una magnitud infinitamente pe- 
queña si el incremento del argumento en este punto se hace 
infinitamente pequeño. 


S 70. Discusión de la continuidad de la función 


Ejemplo. Demostremos que sen z es una funcón continua 
para cualquier valor de x. A este fin comprobaremos que para 
y =sen x, en cualquier punto r=c, 


lim Ay=0. 
Ax—=>0 


Si indicamos los valores del seno, cuando su arco es igual a c y 
c+ Ax, por medio de y e y-+ Ay respectivamente, se tiene: 


y=senc e y+-Ay=sen (c+ Az). 
Restando la primera igualdad de la segunda, resulta: 
Ay = sen (e 4- Ax) —sen c, 


o, según la fórmula trigonométrica: 


El valor absoluto: 


|Ay | =2-| cos (+53) [>| sen 
cos [c+ 25) )!| no puede ser mayor que 4; si | cos (.+ 7) |> 1. 
oe |4=] ($ 49, 39). 
2 
Por eso Ay <2 1 10 +) , €3 ida |Ay|<]Azxj]. 


quier valor de z. 
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$ 71. Propiedades de las funciones continuas en un 
punto 


1”. El cálculo del límite de una función continua en un pun- 
to se puede sustituir por el cálculo del valor de la función en 
este punto ya que la función f (x) continua en el punto c tiene 


lim (2) =F(0). 


Considerando c como el límite de x, si x >c, esta pro- 
piedad puede expresarse así: el símbolo de límite de una fun- 
cón continua se puede trasladar al argumento, 


lim f(x) =f (lim x) 


x+C 


(v) 


2”. La función f (x), constante en un entorno del punto c, 
es continua en el punto c. 


Demostración. Según la condición, f (m en el entorno 
del punto x = c es constantemente igual, por ejemplo, a k, f (1) = k. 
Por eso 


lim 7(2)=k. 
oe 
Pero como 
ñ F(c)=k, 
se tiene 


lim f(2) =1(c) 
xoc 
y, por tanto, f (x) es continua, que era lo que se trataba de demostrar. 


3”. La suma, la diferencia, el producto y el cociente de 
dos funciones continuas en el punto x =c es una función 
continua si el denominador del cociente no se convierte en cero, 


Demostración. Supongamos que f (x) y q (x) son funcio- 
nes continuas en el grupo z = c, es decir, lim f (1) = f (c) y lim y (1) = 


x—c x>e 
= Q (c). Según los teoremas acerca de los límites ($ 53, 54 y 55), se 
tiene: 


1) lim [1 (2) =p (2)]] =lim f (2) + lim q (2) =F(0) + 9 (0); 
2) lim [7(2)-9 (2)]=lim /(2)-lim p()=1(0)-9 (0); 
lim f(x) 


LC 16 
EAS li p() P() 


, si p(c) 20. 
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4”. Se puede demostrar (no damos la demostración) que 
las funciones elementales básicas ($ 64,1”) son continuas en 
cualquier punto de sus campos de definición. 

Se puede demostrar también (no damos la demostración) 
que la función continua de función continua en un punto dado, 
es una función continua en dicho punto. 

Por ejemplo, lgx y sen x son funciones continuas; de 
acuerdo al teorema tenemos: lg sen x y sen lg x son funciones 
continuas (se sobreentiende que en los puntos, para los 
cuales están definidas). 


sen +cos 2x 


5. Ejemplo. f(17)= pra 


. Hallar lim f(x). 


a. — 


6 
Solución. Las funciones sen x, cos 2x, 1g sen x son continuas en 


los puntos del contorno del punto +. La suma senx-+-c0s2z, 


sen T-+ cos 2 z T 
pad abit son continuas en el punto =-—. Esto 
lg sen x 6 


significa que el cálculo del límite f(x) puede sustituirse por el 


y el cociente 


cálculo del valor de f(x) para == E: 


6 
T Tr 1 1 
e A NS A A 
T T 4 lg 2 0,301 no 
ir lg sen q > 


6”. De lo expuesto se deduce que el polinomio 
Ar Y Brrit4...+4Px4-0 
y el quebrado 


Amy Batido... 4 Px4Q 


MP Pap ld (quebrado irreducible) 


son funciones continuas, excluyendo aquellos valores del 
argumento que convierten en cero el denominador, 


CAPITULO I 


FUNCION DERIVADA 


$ 72. Problemas que conducen al concepto de derivada 


1%. El espacio s recorrido durante el tiempo t por un 
cuerpo que cae libremente en el vacío se determina por 
medio de la fórmula: 


e! 2 
s=>38l*, 


en la que g es la aceleración de la fuerza de gravedad 
aproximadamente igual a 9,8 m/seg?. 

Calculemos la velocidad de la caída libre de un cuerpo 
en el momento de tiempo ! = 2 seg. Para ello determina- 
mos la velocidad media en cualquier intervalo de tiempo 
que siga inmediatamente al momento ¿=2 seg, por 
ejemplo, en el intervalo entre t = 2 seg y t, = 2,1 seg, 
igual a: 

t,¿—t=0,1 seg. 


Señalando el espacio recorrido en el tiempo t por medio 
de la letra s, y en el tiempo t, por medio de la letra s,, el 
espacio recorrido en el intervalo de tiempo tí — ft será 
igual a: 


1 1 1 
518 =y 8h, —78*=>3 8 (1, —1) (61 +1). 


La velocidad media de la caída en este intervalo de 
tiempo es: 


—: 1 
Umed = mn =>3 8 (1, +1). 
Y en forma numérica: 
Pmed =3 E (2,1 +2)=2,05 g. 
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Dividamos cada vez por diez el intervalo de tiempo t, —t. 
Efectuando los cálculos obtenemos: 


í 
h+t med = 77 8 (41 +1 Uned = A FO 


2,1 4,1 2,05 8 2242 


2,01 4,01 2,005 g 7 2+2% 


5 LL 
2,001 | 4,001 2,0005 g 22+200 


2,0001 | 4,0001 2,00005g  |28 +20 


En la última columna, la velocidad media aparece en 
forma de una suma de dos sumandos: la constante A = 2g 
y la variable a, igual al quebrado, en el cual el numera- 
dor g es un número determinado y el denominador crece 
indefinidamente. Tal quebrado es una magnitud infinita- 
mente pequeña, 

Por lo tanto, la velocidad media variable es la suma de 
la constante 2g y de la magnitud infinitamente pequeña 0. 
Por eso ($ 51), si t, — t >0 dicha velocidad tiene límite, 
igual a 2g: 


La velocidad media 2,05g, 2,005g, etc., calculada en los 
intervalos de tiempo igual a 0,1 seg, 0,01 seg, etc., es el 
valor aproximado de la velocidad en el momento de tiempo 
t = 2 seg., y este valor se aproxima tanto más al valor real 
cuanto menor sea el intervalo de tiempo tomado. El límite 
de la velocidad media al tender a cero el intervalo de tiempo 
t,—t es el valor de la velocidad v en el momento de tiempo t. 

Por lo tanto, en el momento += 2 seg, la velocidad 

= 2 g mlseg. 

Debe señalarse que han sido tomados momentos f, más 
tardíos que t. También se pueden tomar momentos ante- 
riores: t, = 1,9; t, = 1,99; t, = 1,999, etc. En este caso, la 
velocidad media resultará igual a 1,95g, 1,995g, 1,9995g, 
etc., y tendrá el mismo límite 2g. 
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2”. Haremos ahora abstracción del movimiento concreto. 

Supongamos que y es el espacio recorrido, x es el tiempo 
de movimiento, f (x), la ley de dependencia entre el espacio 
recorrido y el tiempo de este movimiento, 


y=f (2), (1) 
Para determinar la velocidad de movimiento en cualquier 
momento dado del tiempo de movimiento x, fijemos otro 
momento de tiempo x + Ax. Entonces el espacio recorrido 

durante el tiempo x, es 
y=1(0), (1) 

y durante x-- Ar, 

y +Ay=/f (24 Az). (2) 


El espacio recorrido durante el intervalo de tiempo Az 
es la diferencia entre (2) y (1) 


Ay=f (14 Ax) —f (2). 


Dividiendo el espacio Ay por el intervalo de tiempo Az, 
obtenemos la velocidad media en el intervalo de tiempo Az, 


Ay _1(2+4A2)—f(2) 
E a 


para un valor dado de x, ella es una magnitud variable: varía 
al variar el valor de Ar. 
Supongamos que Ax —>0; entonces la razón (3) tiene 
límite. 
lim ne lim 
Ax>0 4% Ax->0 


f (14 Ax) —f(2) 
Az 


se llama velocidad del movimiento en el momento de tiempo z. 

De este modo, la velocidad de movimiento en el momento 
dado de tiempo es el límite de la razón del incremento del espacio 
respecto al incremento del tiempo al tender el incremento del 
tiempo a cero. 

3”, El método aplicado al determinar la velocidad de 
movimiento, puede emplearse también para determinar 
diferentes magnitudes físicas. Examinemos una de ellas: la 
capacidad calorífica de una substancia a una temperatu- 
ra dada. 

Del curso de física es conocido que para elevar diferentes 
temperaturas i de la substancia dada en un mismo número 
de grados Al hay que consumir cantidades desiguales de 


140 


AQ 


calor AQ; por eso la razón 47 Para la substancia dada 


no es constante y la cantidad de calor Q consumido para 
elevar la temperatura es una función no lineal de la tem- 
peratura . 

Por ejemplo, al calentar un kilogramo de hierro desde O 
grados hasta £ = 200”, la cantidad Q de calor consumido por 
éste se determina con bastante exactitud por medio de la 
fórmula: 


Q =0,1053£ +-0,000071£?. 


Aplicando esta fórmula se averigua la capacidad calorí- 
fica del hierro a t”, donde 0” < £ < 2007. Para simplificar 
la expresión designemos 0,000071 por medio de a y 0,1053 
por medio de b, resultando 


Q =bt+at?. 
Supongamos que al calentar 1 kg de hierro desde 0” 


hasta 1”, consume Q calorías, y al calentar desde 0” hasta 
(++ Aty”, consume Q + AQ calorías, siendo: 


Q =bt+at?, (1) 
Q+AQ=b (t+ At) +a (t + At)?. (2) 
Restando (1) de (2) encontramos la magnitud (AQ), en 


la que ha variado la cantidad de calor Q al variar la 
temperatura en Al?: 


AQ =b.At4 2at-At4-a-At?, (3) 


Dividiendo (3) por At, obtenemos la cantidad de calor Q 
(la capacidad calorífica media) en el intervalo [t, £-+ At]: 


Ll —b420t4a- AL. (4) 


Observemos que b + 2at es una magnitud constante, 
para una temperatura fija t, es decir, b + 2at = C. 

El sumando a-Át es una magnitud variable y depende 
del valor At. Al tender At a cero, a: Át se hace una magni- 
tud infinitamente pequeña, y la constante C se convierte 


en el límite de la velocidad media Ze: 
AQ 
li =C, 
arso AE 
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Este constante C es el límite de la razón del incremento 
de la cantidad de calor respecto al incremento de la tempera- 
tura, al tender el incremento de la temperatura a cero, y se 
llama capacidad calorífica de substancia dada a la temperatu- 
ra dada. 

Siendo, por ejemplo, £ = 50, se tiene 


C =0,1053 + 2-0,000071.50=0,1124 kcal. 


4”. Hemos determinado dos magnitudes: una mecánica 
que es la velocidad de movimiento en un momento dado 
del tiempo; y una física, la capacidad calorífica de una 
substancia a una temperatura dada. Cada una de ellas es 
el límite de la razón del incremento de la función respecto 
al incremento del argumento al tender el incremento del 
argumento a cero. 


S 73. La función derivada 


17. Definición. El límite de la razón del incremento 
de la función y = f (x) con respecto al incremento del argu- 
mento en el punto x, al tender el incremento del argumento 
a cero, 


lim 4% — Jim L€+40—1() 


Ax>0 AZ 4x0 Az 


se llama derivada de la función f (x) en el punto zx, 

Si la derivada existe para cada valor de x del campo 
de determinación de la función y = f (x), entonces ella es 
una nueva función de x y se llama función derivada respecto 
a x de la función dada f (x). 

Desde el punto de vista físico la derivada de f(x) en 
el punto x es la velocidad del cambio de la función f (x) con 
respecto a su argumento para un valor dado de x. 

Por ejemplo, la capacidad calorífica de una substancia 
a la temperatura tes la velocidad del cambio de la cantidad 
de calor Q (1) a la temperatura dada t. 

2% La función derivada se indica así: 1) se le coloca un 
acento a la función dada en el lugar donde se suele poner 
el exponente de la potencia; o 2) delante de la función 


dada se coloca el simbolo dz* 
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Si la función dada está designada por la letra y, su 
derivada puede ser designada por: 
1) y'; se lee: “derivada de la función y”, o 


2) a se lee; “de y” respecto a “de zx”. 


Si la función dada está representada por el símbolo 
f(x), su derivada puede ser representada asi: 1) f' (1), 


o también 2) LW. 


3 El cálculo de la derivada de una función dada se llama 
derivación. 

La regla general de la derivación (cálculo de la derivada) 
es la siguiente: 

1) se halla el incremento Ay de la función, es decir, se 
busca la diferencia de los valores de la función, siendo 
los valores del argumento x + Áz y 2; 


2) se halla la razón 2, para lo cual se divide por Azx 
la igualdad obtenida nO. 
3) se halla el límite de la razón e Y al tender Az a cero. 
Ejemplo. Hállese la derivada de la función y = 
= 13 4 1 en cualquier punto z. 
Solución. 1) Ay = (2 + Ax + 1 — (23 + 41). 
Después de efectuar las operaciones: 


Ay = 3x2.Ax + 3x-Ax? + Az?; 
2) El = Ja? 4 313.Ax + Az?; 


3 Y 


dr = lim (32? 4-3x-Ax + Az?) = 32? 4 3x-040= 322, 
Ax>0 


4” Indicaremos que la derivada de la función lineal 
y=kx+b es una magnitud constante, igual a k. 
En efecto, para la función lineal y=kx-+-b, se tiene: 


Ay =k-Az; 
Ay . 
Az =*k; 
== lim 4% = lim k=k. 
Xx 


5” Las derivadas se emplean a menudo en la técnica y las 
ciencias naturales. Ejemplos de derivadas: 1) durante el 
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movimiento de un cuerpo, el espacio recorrido s es función 
del tiempo t; la velocidad del movimiento en el momento 
de tiempo dado tes la derivada del espacio s respecto al 
tiempo £, es decir, 

ds. 

“de? 

2) durante el movimiento de rotación de un cuerpo 
sólido (por ejemplo, de un volante) (fig. 94) alrededor del 
eje Ox, el ángulo de rotación de 
éste q, es función del tiempo t: 


p=1 (1); 
la velocidad angular «w en el 
momento de tiempo dado t es 
la derivada del ángulo de rota- 
ción respecto al tiempo, es decir, 


D= 


_ dq, 
a > 


Fig. 9 


3) al enfriarse un cuerpo, la 
temperatura 7 del mismo, es función del tiempo ?, 


T=f(t); 
la velocidad de enfriamiento en el momento de tiempo t£ es 
la derivada de la temperatura T respecto al tiempo, es 
decir o ] 

4) la capacidad calorífica C para la temperatura dada t es 
la derivada de la cantidad de calor Q respecto a la tem- 
peratura 1, 

_ AQ. 
— di? 

5) al calentar una varilla, su dilatación Al, como lo 
testimonian minuciosos ensayos, sólo se puede considerar 
de un modo aproximado, proporcional al cambio de tem- 
peratura At. Por eso, la función 1 = f (t) no es lineal, y la 


y Al eS a a 0 
razón -¿7 €S solamente el coeficiente medio de dilatación 


lineal en el segmento [t, t + At]. El coeficiente de dila- 
tación lineal a, siendo el valor de la temperatura dada t, 
es la derivada de la longitud 1 respecto a la temperatura 1, 
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$ 74. La tangente a la curva. 
Interpretación geométrica de la derivada 


1?. Tomemos en la recta AB (fig. 95) un punto C y tra- 
cemos por él una recta CM, que no coincida con AB. Supon- 
gamos que la recta CM gira alrededor del punto C de tal 
modo que el ángulo y, formado por las rectas, tiende a cero. 
La recta inmóvil AB se llama en este caso posición limite 
de la recta móvil CM. 

2”. Supongamos que en la curva AB (fig. 96), el punto M 
se aproxima indefinidamente al punto fijo €; en este caso, 


Fig. 95 Fig. 96 


la secante CM gira alrededor del punto C. Puede ocurrir 
que independientemente de la manera en que se aproxime 
el punto M a C en dirección de A a Code B aC (en la 
figura 96 el punto M”), existe una misma recta CT que 
es la posición límite de la secante CM. La recta CT, que es la 
posición límite de la secante CM, se llama tangente a la curva 
en el punto C. 

El punto C se llama punto de contacto o de tangencia. 

Supongamos que el ángulo formado por la secante CM 
con el eje Ox es igual a u, y el ángulo formado por la tan- 
gente CT con el eje Ox es igual a q; a es variable y q, cons- 
tante. 

El ángulo y formado por la tangente CT y la secante 
CM es igual a la diferencia a — q ($ 16): 


a—p=y. 


Según la definición de la tangente, el ángulo y es una 
magnitud infinitamente pequeña, cuando U MC -—> 0, por eso 


p= lim a (1) 
U MC=>0 
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Y Teorema. El coeficiente angular de la tangente 
a la curva y = f (x) en el punto x es igual a la derivada f' (x) 
en el punto x. 
Demostración. El coeficiente angular de la 
tangente: 
tgo==tg( lim a)= lim tga 
UMC>0 UMC=>0 


según (1) y $ 71, la fórmula (V). 

Expresemos tga a través de las coordenadas de los 
puntos C y M (fig. 97). El punto de contacto C es fijo, sus 
coordenadas son números dados 
ayf(x); el punto M es móvil, 
sus coordenadas son variables; 
los representaremos por 


a+ Az y f(x+Ax). 
Según la fórmula (VD $ 5 


_ FLA fl) 
A 


Si el arco CM —=-0, entonces 
Fig. 97 también Ax—0, ya que | Ax |< 
la cuerda (del arco) CM <uU CM. 
Pasando al límite, para Ax—>0 resulta: 
lín tga= lím Per y (2). 
Ax=>0 Ax—=>0 


Por lo tanto, 
teo=f' (1) (1) 


ya que to tga = lím tga = teo, 
UCM>0 
lo que se E demostrar. 

4” Tiene lugar el teorema recíproco, que expresa el 
significado geométrico de la derivada: si la función y = f (x) 
tiene derivada en un punto x en este punto la gráfica de la función 
tendrá tangente y el coeficiente angular de esta tangente será 
igual al valor de la derivada f' (x) en el punto z. 


Demostración, Según la condición, existe el límite de la 
razón EL. Pero la razón qe es la tangente del ángulo formado 
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por la secante CM con el eje Ox (fig. 97). 


a E (1) 


Por lo tanto, según la condición, existe el lim tga=tg ( lim a). 
Aa>0 Ax> 
De la igualdad (1) se deduce; 


= Ay 
o =arc tg A 
Debido a la continuidad de arc tg, se tiene: 


] . Ay Ay 
lim %= lim arctg —=arc t ( lim +) a 
Ax>0 Ax>0 E Az E Ax>0 Áz 


Pero según la condición, existe lim Ay , igual al número f' (x) 
Ax—>0 Az 
Por ello 


lim au=arc tg f' (1). 
Ax—>0 


Indicando arc tg f' (1) =q se tiene: 


lim a=Qq. 
Ax->0 


Por lo tanto, existe el límite de a. Así pues, existe una recta que 
pasa por el punto C, cuyo ángulo con el eje Ox es igual a lim a. 
Tal recta es la tangente en el punto dado C [z, f (x)] y su coeficiente 
angular tg p= f' (1). 

5. Observación. Si la tangente en el punto 
(x,, yi) de la curva y = f (x) forma con Ox: a) un ángulo 
agudo q, la derivada f' (x,) >0, puesto que tg > 0 
(fig. 98); b) un ángulo obtuso q, la derivada f' (21) <0, 
puesto que tg p <0 (fig. 99). Si la tangente es paralela al 
eje Ox (fig. 110), el ángulo 


p9=0, tgp=0 y f (x)=0. 
Si la tangente es perpendicular al eje Ox, la tendencia 
de a hacia 5 puede conducir a un mismo límite infinito 


de la tangente, tanto “a la derecha” como “a la izquierda: 
tgp = +00 (fig. 101) o tgp = —oo (fig. 102), o dar “a la 
izquierda” y “a la derecha” límites infinitos de diferente 
signo (en la figura 103 en el punto C “a la izquierda” tg p = 
=+00, y “a la derecha tgq = —oo. En el primer caso 
se dice que la función f (x), en los puntos A y B, tiene deri- 
vada infinita; en el segundo caso, en el punto C, no existe 
ni derivada finita ni infinita. 
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Fig. 100 Fig. 101 


Pida Fig. 103 


Tengamos en cuenta que las derivadas infinitas se exa- 
minan solamente en los puntos de continuidad de la fun- 
ción f(x) (fig. 101, 102). 

6”. La ecuación de la tangente en el punto (zx, y) a la 
curva y = f (x), como ecuación de la recta que pasa por el 
punto dado (x, y), teniendo como coeficiente angular el 
valor de la derivada, en el punto zx, f' (x,), es la siguiente: 


y —Yi= f, (11) (1x5) | (ID) 


7%. La recta que pasa por el punto de contacto perpendi- 
cular a la tangente se llama normal a la curva. Según la 
condición de perpendicularidad mutua de las rectas, el 


coeficiente angular de la normal es — y la ecuación de 


LA 
f (x1) 


la normal, 


1 
Yy—Yy= — f (21) 5 (1— x1) (1) 


$ 75. Dependencia entre la derivabilidad 
y la continuidad de una función 


1. Una función se llama derivable en el punto x si su 
derivada en este punto es finita. La función f(x) es deri- 
vable en el intervalo a <x<b, si su derivada f(x) es finita 
en cada punto del intervalo. 

2. Teorema. Si la fun- y 
ción y = f (x) tiene derivada en 
un punto zx, será continua en 
este punto. 

Demostración. Escri- 

Lamos la identidad: 


0 x 
Ay 
Ay = E + Az, 
A F ig. 104 
(siempre consideramos que 
Ax 40). me tender Áx a cero, 
la razón 2 tiene un límite determinado (según la condi- 


e 
ción) y por lo tanto ($ 50,6”) es una magnitud acotada, 


y Áx es un infinitésimo, Por eso, el producto SL Az es 
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una magnitud infinitamente pequeña, y su límite es igual 
a cero, es decir, 
lim Ay=0. 
Ax—>0 
Por lo tanto, la función dada y == f (x) es continua ($ 69). 
1”, El teorema recíproco es falso: una función continua 
puede no tener derivada. Por ejemplo, la función: y =|x| 
(fig. 104) en el punto z = 0 es continua. Por otra parte, 
en el punto x = 0 no existe una tangente determinada; la 
función no es derivable. 
4. Consecuencia. La función no tiene derivada 
en el punto de discontinuidad. 
El genial matemático ruso N. Lobachevski expuso por 
primera vez de una manera nítida la distinción entre el 


concepto de continuidad y el de derivabilidad de las fun- 
ciones. 


CAPITULO vi 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


$ 76. Observación previa 


17. Al examinar dos o más funciones, se supondrá que 
cada una de las funciones consideradas es derivable, es 
decir, que tiene derivada en un 
punto x tomado arbitrariamente. y 

2”. Las fórmulas para hallar las M My 
derivadas se llaman también fór- 


mulas de derivación. 
o o 


$ 77. Derivada de una constante 5 2 ¡4x 


Teorema. Una función cons- 
tante tiene en cualquier punto zx Fig. 105 
derivada, igual a cero. 

Hipótesis: y =c (fig. 105). Tesis: c' = 

Demostración. Para cualquier valor de x y para 
cualquier incremento Ax, el incremento Ay de la función 


y 0”. d Z Ay 
es igual a cero; también es igual a cero la razón Es 
Ñ Ay Ñ 
Por eso lim 32 = O, es decir, 
Ax-—=>0 Az 


¿0 | (1) 


$ 78. Derivada de una potencia 


1”. Teorema. La derivada de la potencia del argumen- 
to es igual al exponente multiplicado por el argumento ele- 
vado el exponente disminuido en una unidad, es decir, si 

= g£”, se tiene y” = (27) = n-2%1, 
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Demostración. Supongamos que n es un número 
entero positivo. El incremento de la función 


Ay = (a+ Ad)" —a”. 
Aplicando la fórmula del binomio de Newton resulta: 


1) 


Ay=a" + 7 ari AA “s a27?.Ag24 


E (402 Ar. Arta", 
O sea, 
Ay =n-2"lAzx+ 
A Ln a"2Ag? + 24033 aAr Az”. 


Dividiendo cada miembro de esta igualdad por Az, 
resultará la razón: 


Mn: army 2 a 2Ax + 
n (n—1) (n— 2) 


PEA 3.Ax?+ ... + Agr, 


Pasando al límite, para Ar—>0, se tiene: 


"= lim 22 =n.g"1 
a Ax>0 Á 
Por lo tanto, 
(y nan (ID) 


Observación. Este teorema. subsiste también 
cuando el exponente es negativo, fraccionario e irracional, lo 
que será demostrado más adelante. Apliquemos esta fórmula 
siendo el exponente un número constante cualquiera. 


3. Ejemplos. 1. Hállese la derivada de la ¿unción; y = xt, 

Solución. Según la fórmula (II), y” = 4-18 

2. Hállese la derivada de la función: y = vz 

Solución. Representando la raíz en forina de una potencia 
de exponente fraccionario, se tiene 


y=w, 
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Según la fórmula (IT): 


3. Hállese la derivada de la función: =p + 


Solución. Representando la fracción en forma de una poten- 
cia con exponente negativo, se tiene y =x73, 


Aplicando la fórmula (11) y'= —3-12731= —3-a14= e 
4, Hállese la derivada de la función: ja 
Va 
1 
Solución. y=x ?. Aplicando la fórmula (II) 
3 
ñ 1 23 1 
= —— =— áL—. 
dl 2 22 Vz 


4. Consecuencia. La derivada de x es igual 
a la unidad, porque 


Y = (ay =1-ti=9=1. 


$ 79. Derivada del producto de una magnitud constante 
por una función 

17, Teorema. La derivada del producto de una mag- 
nitud constante por una función es igual al producto de esta 
constante por la derivada de la función, es decir, si y = 
= c:f (1), donde e es una constante, se tiene y” = c-f' (x). 

Demostración. Hallemos Ay, es decir, la dife- 
rencia entre los valores de la función dada c-f(x), para 
los valores del argumento x + Ázx y 2: 


Ay=c-f (2-4 Ax) —c-f (2), 


Ay=c[f(x+Azx) —f (x)1. 
Dividiendo esta igualdad por Ar obtenemos la razón ZL : 


My, 106+A2)—1() 
Az Az p 


Hallemos la derivada (aplicando el $ 54, 29): 
Ay 


, : = A E 1 
y = lim qe =c lim LEEL8AD e. 1 (x). 


453 


Por lo tanto 


[c-f (211 =c-f" (2), (UD) 


que era lo que se trataba de demostrar. 

A veces, el enunciado del teorema demostrado se expresa 
así: al derivar se puede sacar el factor numérico fuera del 
signo de la derivada. 


2 Ejemplos. 1. Hállese la derivada de la función y= 
= 2-a%, 
Solución. Según la fórmula (111) y” = 2 (2%), y aplicando la 
fórmula (II). 
y! =2.413=8x3, 
4 


Va 
Solución. Representemos el quebrado y la raíz en forma 
1 


2 . 


2. Hállese la derivada de la función: y = 


de potencia con exponente negativo y fraccionario: y=4-x 
1 


9 
2_ 


Aplicando la fórmula (II) y"=4-(2 4 (—3): 0 de 


A 
2 Yz ' 


$ 80. Derivada de una suma algebraica de funciones 


1. Teorema. La derivada de la suma algebraica de 
unas cuantas funciones es igual a la suma algebraica de las 
derivadas de estas funciones. 

Demostrémeslo, por ejemplo, para la suma de tres 
funciones: u (x) + v (2) — z (z). Para abreviar la escritura, 
indicaremos las Íunciones mediante u, v, z. Así, y =u + 
+U— 2. 

Tomemos arbitrariamente un valor determinado de zx 
y alteremos su valor en la magnitud Ax. Entonces, Uu, v y z 
alterarán cada una su magnitud respectivamente en Au, 
Av, y Az y por consiguiente, la función y cambiará su 
magnitud en Ay. 


y +Ay=u-+Au 04 Av— (2 + Az), 
Ay =u + Au+04 Av—(z |-Az)— (u-+0— 2). 
Después de abrir paréntesis, se tiene: 
Ay = Au + Av— Az. 
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Dividiendo cada miembro de la igualdad obtenida por 
Ax, tenemos: 


A O E 
Ar Az Az Ax” 
Hallamos la derivada: 
Av 


% Ay . Au ] ] 
lim H2= lim + lim =-— lim = 
Ax>0 AZ 2x9 AZ o AZ ago Az” 


es decir, 
y =[u (0) +0(2)—2(a) =w (2) +v' (2) —2 (4), | (1V) 


que era lo que se trataba de demostrar. 
2%. Ejemplo. Hállese la derivada de la función: 


3 dx 


Solución. Valiéndonos de exponentes negativo y 
fraccionario, se tiene: 


1 
y=302—22+?7, 


1 
y es la suma algebraica de tres funciones: 3x-2=u, 12=y 
y 71=2. Aplicando la fórmula (1V) 


1 
y = (312) — (22) -- (7). 
Aplicando las fórmulas (ID), (ID y (1) 


PO o y == (a+ - ). 
2 ? a 2yz 


$ 81. Derivada del producto de funciones 


1% Teorema 1. La derivada del producto de dos 
funciones es igual a la derivada de la primera función multi- 
plicada por la segunda función, más la derivada de la segunda 
función multiplicada por la primera función. 

Demostración. Supongamos que y =u-5, 
donde u y v son funciones de x. Tomemos un valor arbitra- 
riamente determinado x y alteremos su valor en la magni- 
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tud Ax, En ese caso, las funciones u, v e y alterarán respec- 
tivamente sus valores en Au, Av y Ay: 


y + Ay = (u + Au). (v-+ Av), 
y el incremento de la función y será 
Ay = (u 4- Au) (v + Av) —u-.v, 


Abriendo los paréntesis y reduciendo los términos se- 
mejantes, resulta: 


Ay =v-Au-+u-»Av-+ Au. Av, 
Dividiendo los miembros de la igualdad obtenida por 


7 A 
Ax obtenemos la razón +: 


Ay _ Au Av Av 
A IN 


Pasando al límite, cuando Arx—>0, se tiene: 
Av 


PS A z Au . A Av E 5 
lim 2= limo- lim Az + limu- lim E lim Au - lim a 
Ax>0 7 —Ax>0 Axr>0%7% - Ax>0 Axr>0 8% — Ax>0 Ax>0 AY 


Debe indicarse que se entienden por u y v los valores 
numéricos de las funciones u (x) y v (x) para un valor de 
x determinado, es decir, u y v no dependen de Ax. Por 
eso 

limv=v, limu=u, 
Ax—>0 Ax—>0 


Según la condición ($ 76), las funciones u y v tienen 
derivada, por lo tanto son continuas ($ 75). Debido a la 
continuidad de u ($ 69), lim Au = 0, 

Ax>0 


Según la definición, lim 2 y, lim a =l y 
Ax>0 AZ Ax>0 AT 
lim 2 =y 
Ax—=>0 Az 


Por lo tanto, 


y =v-u' +u-v*, o sea, | (u-v0) =u'v+v'u, (v) 


que era lo que se trataba de demostrar. 
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2%, Ejemplo. Hállese la derivada de la función:  — 
y =(2124 31) (3-22). 
Solución. La función dada es el producto de dos funciones: 
2127-3x=u y 3—21=v. 

Aplicando la fórmula (V), se tiene: 
y'=(212432)'-(3—21) + (3—2:x)' (2124 32) = 
=(424-3)-(3—22) + (—2)- (2424-32). 

Abriendo paréntesis y reduciendo, resulta: y'=3 (3—423), 
3. Teorema 2. La derivada del producto de n fun- 
ciones es igual a la suma de n productos obtenidos al multi- 


plicar la derivada de cada una de estas funciones por todos 
los demás factores, es decir. 


(U¡-Uz ... Un) =UUz"... Un-+ 


(vi) 


+ UqUyUz ... Un... -UnUyUa -.. Una 


Demostración. Supongamos que se tiene el pro- 
ducto de tres funciones u¡-“z-Uuz. Tomando el producto 
u¿-Ug como una función, y derivando de acuerdo con la 
fórmula (V), resulta: 


(u,uzuz)” = [(uyuz) -Uzl” = (uu) uz -+ U (uu) = 
= (U¡Uz /- U¿U 1) : Ug + U¿UyUz = UUgUg -)- UU Ug -|- U¿ UU. 


Tomando el producto de tres funciones, uyuzuz, como 
una función y derivando se halla la derivada del producto 
de cuatro funciones, etc. 

En general, sabiendo que la fórmula (VI) es cierta para 
el producto de m factores, se puede demostrar que también 
es cierta para el producto de m + 1 factores. 

Por lo tanto, el teorema es cierto para cualquier número 
n de factores. 


$ 82. Derivada del quebrado 


17. Teorema. La derivada del quebrado es igual a un 
quebrado cuyo numerador es la derivada del numerador multi- 
plicada por el denominador, menos la derivada del denomina- 
dor multiplicada por el numerador, y el denominador es el 
cuadrado del denominador dado. 
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Demostración. Supongamos que y=>, donde 


u y v son funciones de x. Tomemos un valor arbitrariamente 
determinado de x y supongamos además que el valor del 
denominador v no es igual a cero. Alteremos el valor x del 
argumento en la magnitud Ax. En este caso, las funciones u, 
v e y alterarán sus valores respectivamente en Au, Av y Ay: 


y + Ay => , y el incremento de la función y será 


Mp u+ Au u 


y= v+A0 vu” 
Reduciendo a un común denominador, después de 
restar resulta: 
v-Au—u- Av 
A == 


 v(v4-Av) * 
Dividiendo el numerador vAu—u-Av por Ax, obtenemos 
la razón 4%; 
Az 
AA 
Ay _ "Az EC Az 
Az v(v4Av)  * 


Hallemos la derivada: 
lim v. lim pa lim u lim Moa 
Ay Ax>0 Ax>0 Az Ax>0 Ax->0 ÁZ 
e lim v (lim v-+ lim Av) 
Ax->0 Ax>0 Ax>0 


Según la observación hecha en el párrafo anterior; 


A z ? Au A Av 
lim v=0v; limu=u; lim —=u84' lim -—=0'; 
, Az i Az 
Axm>0 Ax>0 Ax>0 Ax>0 
lim Av=0. 
Ax>0 
Por lo tanto, 
s v.u'—u-»v' 
O sea 
uy” u'v—o'u 
(7) =42 (VII) 


que era lo que se trataba de demostrar. 
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2. Ejemplo. Hállese la derivada de la función: 


247 
Y= 7" 


Solución. Aplicando la fórmula (VII) y haciendo 124-7=u, 
x2—7=p, resulta: 


y PA) (27) (2241) 


(7/7 
O Sea, 
, 21 (12—7)—21 (2247) _ 20(12—-7—2a—7) _ 28x 
1 (279 O 


3”, Consecuencias. 1. Si el denominador del que- 
brado es un número c, 


u (1) 1 
y 


Cc 


y= 


y la derivada se halla como si se tratara de una función 
entera. En este caso 


Paya, oo 


es decir, si el denominador de un quebrado es un número 
c, la derivada del quebrado será igual a la derivada del nume- 
rador dividida por el número c. 

2. Si el numerador de un quebrado es un número Cc, o sea, 


según la fórmula (VIT): 


7 (: Jl cv—vu'c 0.v—v'-e cv! 
al de y2 y2 y? 


La ]==5 + qe 


os decir, si el numerador de un quebrado es el número c, la 
derivada es igual al producto de la derivada del denominador 
por el número c, tomado con signo contrario, y dividido por 
el cuadrado del denominador. 
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ES : É : Ga 3x4 3a2 
4. Ejemplo. Ilállese la derivada de la función: cad rar 


Solución: v=(E ES ¡A 


4a q? 


Las derivadas de los quebrados se hallan aplicando las fórmulas 
correspondientes (VIII) y (IX). 


Se obtiene: 
 (Brt) —3a2 (12) 3 4x8  3ad2x 3x3 6a2 
ESTA (x2)2 44 +4 a qa * 


$ 83. Observación 


Se ha indicado ya que la función se llama derivable 
si tiene derivada. De los teoremas (fórmulas 1I—IX) se 
deduce que la función obtenida mediante la adición subs- 
tracción, multiplicación y división de funciones derivables 
es una función derivable. 


$ 84. Función de función 
1. Ejemplos. 4. Sea y =V2pxw. Si hacemos 
2pr=u, 


se ve que u es función de x, por ejemplo, u = p (x). 

En ese caso, la función dada y = V 2px = V u representa 
una función de u, que a su vez es función de x. Inscri- 
biéndola con símbolos, si y =f (u), y u = q (z), se tiene 


y=1 [0 (2)1. 


2. y =sena* es una función de función porque si hace- 
mos x* = y, se tiene u = q (x). En este caso, y = sen u = 
= seno (x) es una función de función. 

3. Á veces aparecen funciones de funciones más com- 
plicadas. Por ejemplo: 


y =1g (sen x*). 


En este caso, sen x* es una función de función y, a su 
vez, se halla el logaritmo de la misma. Así pues, el loga- 
ritmo es una función de sen u; sen u es a su vez una función 
de u, y u es una función de z. 
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Por medio de símbolos, esta función puede inscribirse 
así: 


y =F (flo (0)1). 


A la función de función se le llama función com- 
puesta. 


$ 85. Derivada de una función de función 


1”. Teorema. Si yes una función derivable de u, y u es 
una función derivable de x, se tiene la derivada de y respecto 
a x, es igual a la derivada de y respecto a u, multiplicada por 
la derivada de u respecto a zx. 

Demostración. Supongamos que al valor de x co- 
rresponde un valor determinado de u = q (x%), y al valor 
de u corresponde un valor determinado de y = f (u). Demos 
a x un incremento arbitrario Ax. La alteración del valor del 
argumento x en la magnitud Ázx origina la alteración del 
valor de la función u en la magnitud Au, lo que origina 
a su vez una alteración del valor de la función y en la magni- 
tud Ay. Supongamos que Au, lo mismo que Áx, es siempre 
distinta de cero *, es decir, 


AuxX*0 y Ax0 


Según la hipótesis del teorema, las razones ZE y e 
tienen límites, iguales respectivamente al valor de la deri- 


vada f' (u) y de la derivada q” (1), es decir, 


z A ; : A , 
Mim qe (4) y lim =0 (2). (1) 


Las funciones f (u) y q (x) son continuas ($ 75); por eso, 
la tendencia a cero de Áx origina la tendencia a cero de Áu 
y Ay ($ 69). En consecuencia, en la igualdad (1) la tendencia 
a cero de Áu se puede sustituir por la tendencia a cero de Az. 
Iintonces, las igualdades (1) se inscribirán así: 


a e A a 
lim ¿1 (u) y lim 79 (0). (2) 


0 


* Se puede demostrar que el teorema subsiste en el caso de que Au 
so anule para ciertos valores de Az arbitrariamente pequeños. 
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Multiplicando PR venid se tiene: 


lim 4%. lim =f' (u 3 
lim qee lim 55=F (0-9 (2) (3) 

Aplicando el teorema del límite de un producto ($ 54), 
en el miembro A de la igualdad resulta: 

Ay Au Ay. AuNY y; Ay _ dy 
He e a) 
Sustituyendo el primer miembro de la igualdad (3) por 

dy 


AS tiene: 


Au Az 


E + (u)- y (2), 


que era lo que se trataba de demostrar. 
Para el empleo práctico es más cómoda otra forma de 


esta fórmula: 
d A , 
Er | (Xx) 


que se obtiene sustituyendo q” (1) por uz. 

22. Por medio del procedimiento expuesto se puede 
demostrar que la fórmula (X) es aplicable también en el 
caso en que la función dada esté compuesta de mayor 
número de funciones intermedias. Se puede demostrar que 
si y =f(u), siendo u = p (1) y t = y (z), se tiene: 


de =F (u) y (t) y” (2). 


3”. Ejemplo. Hállese la derivada de la función: y = (ax |-b)”. 
Solución. Si hacemos az + b =— u, vemos que y = u” es una 
función de función. Por eso, derivando respecto a u como función 
potencial y aplicando simultáneamente la fórmula (X) obtenemos: 


y =n-u"l.y”, 
Sustituyendo u por ax+-b, se tiene: 
y =n-(a2 + dit. (ar +) 
o, teniendo en cuenta que (ax+4-b)'=a, 
y' ==an (ax 4 b)971, 


A?. 


Si u=0 (21), 
resulta (u”) =n-u”t.y!, 


(x1) 
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es decir, la derivada de la potencia de una función es igual 
al exponente multiplicado por la base elevada al exponente 
disminuido en una unidad, y multiplicado por la derivada 
de la base de la potencia. 

El conocimiento de la fórmula (X) tiene enorme impor- 
tancia para dominar la técnica de la diferenciación. 


5”. Ejemplo. Hállese la derivada de la función: 
y =(5-4-3%3)10. (3x2 4 8), 


Solución. De acuerdo con la fórmula de la derivada de un 
producto (V): 


y! =((5+-323)10]”. (322 -8)5 4- [(8224-8)5]'-(54-323)10, 


Las derivadas [(54-323)10]” y [(8124+8)5]” se hallan por la 
fórmula (X1): 


y! =10(5 +-323)9.922.(3224-8)5 4-5 (34248) 62 -(54323)10, 
Sacando fuera de paréntesis los factores comunes, resulta: 
"302 (5 + 323)9.(3224-8)1.- [32 (322 4 8) +- (54 323)]. 


Después de efectuar las operaciones contenidas en los paréntesis 
cuadrados, se tiene: 
y' =307 (54-323)9.(3224-8)1-(1223 4 24x 4 5). 
id 
V3a2" 
Solución. Derivamos la función de acuerdo con la fórmula 
(VID) de la derivada del quebrado: 
E 1 
(221) (3291822). (221) 
m7 , 


6%. Ejemplo. Hallar la derivada de la función: y = 


y'= 


[(3—=2)22 
a 
La derivada de (3—x2)? se halla aplicando la fórmula (XD: 


1 1 
23) (Ba) Y (—20) (201) 
y 3—at os 
=— , 1(21—1) 2 (3-18) +xu (q1—1) 
2 Y 3— 22 === Y 
Ss V há V3=a2 V3=22 
3—x2 3— 72 e 
6 — 2124 218 x 6—zx 


(322) Y 3x2 (32%) Y3=a2 * 
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$ 86. Límite de la razon del seno respecto al arco 


Teorema. £l límite de la razón del sen z respecto a z 
cuando z tiende a cero, es igual a 1, es decir, 
sen z 
=1. 
z 


lim ——= 
z>0 


Demostración. Observemos que 


sen (— z) —senz__ senz 


—2 —2 2 


Por esto es suficiente analizar el caso en que z > 0. No 

es posible aplicar a la razón ma: el teorema del límite 

B del cociente, ya que el denominador 

tiene el cero como límite. Anali- 

TN cemos el sentido geométrico de 

D Zz y Sen z. 

DS x Consideremos un arco BE 

(fig. 106), menor que la semicircun- 

E ferencia, y tracemos la cuerda BE 

que le subtiende, el radio OA, per- 

Fig. 106 pendicular a la cuerda BE, y las 

tangentes BD y ED a la circunfe- 

rencia en los puntos B y E. De la igualdad de los trián- 

gulos rectángulos OBD y OED se deduce que las tangentes 
tienen un punto común D.y que BD = DE. 

La longitud del arco BE de la circunferencia es mayor 
que la cuerda BE que le subtiende, pero, es menor que el 
perímetro de la quebrada BDE, circunscrita en torno a este 
arco con los extremos comunes a él. 

Entonces, 

2BC<2ALAB<ABD. 


O sea: 
BC<UAB< BD. 


Designemos la medida en radianes del arco AB a través 
de z. Si R=1, BC=senz y BD=1tgz, de donde 
senz<2< tg z. 


Dividiendo las RON por sen z, se tiene" 
1 
<a Em 


sen z COS z 


164 


Cuando z >-0, el límite de 1 y el límite de cos z son 
. z  SenZz 
iguales a 1, y como la razón —7 Se encuentra entre 1 y cosa, 


de acuerdo con ($ 57), su límite también es igual a 1. 
Por lo tanto, 
li sen z ] 


z>0 


$ 87. Derivadas de las funciones trigonométricas 


4*. La derivada de sen x es igual a cos x. 
Demostración. Si y = senz, se tiene que Ay = 
= sen (x-- Ax) — senz. Aplicando la fórmula sen a— 
a+B a—bB 


senf = 2 cos——- sen 


3 3 resulta: 


Ay =2C08 € +) -sen £ 


Hallamos la razón ¿L (para lo cual es suficiente divi- 


dir por Ar solamente el factor sen +) : 


Az 
Ay _ Az ua 
qe =2008 (1447) 2 
e Ax 
A Z dy E Az O 
La derivada será q 2- lim cos (2 +5) decir a 


Ax=>0 
Como el coseno es una función continua, segun 


($ 71, 19: 
lim cos € +4) =cos lim (- +45) =C08S X. 


Ax-—>0 Ax—=>0 
Az 
AO DN 
Para hallar lim IN hacemos la substitución 
Ax>0 
Lx. Entonces, Ar=2z y z —=> 0, si Ax —= 0: 
Az 
sen 57 
lim in A e e o 
ax>0 Az 20 2 2 20 ? 2 2 


165 


Por lo tanto, 2.008 008 x, que era lo que se 
trataba de demostrar. 
2”. Si u=q (1), se tiene: 


[Gen u)' =005su-u' 


jemplo. Hállese la derivada de la función: y = sen (2—3x). 
olución. Según la fórmula (XII): 


y' =c08 (2—31)-(2—3x)' = —3-c0s (2—3x). 


(XII) 


E 
S 


3. La derivada de cos x es igual a —sent. 
.z TU 
Demostración. Se sabe que cosx=sen (F-3). 


De aquí que 
os) — [sen (5—2)] =cos ($ —2)-(F-2) = 


= cos (5-=) (—1)=—senx, 


, 


puesto que (Fa) =—A y cos (F-+) = Sen í, que era 


lo que se trataba de demostrar. 
4”. Si u=q (x), se tiene: 


(cosu)' = —senu'u' (xH01) 
5. La derivada de tgx es igual a a 
sen z 


, al aplicar la fór- 


Demostración. Como tgx= 
mula de la derivada de un quebrado (VII), se tiene: 


sen y __ Cos z-cOs z— (— Sen 1) sen x 


CE 


cos2 x 
cos? x L sen? x 1 
cos? x costa ” 


que era lo que se trataba de demostrar. 
6%. Si u=q (2), se tiene. 


(tg uy = a (XIV) 


cos? u 
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1 


o -. - 
7". La derivada de cotgx es igual a Poda 


cost 
sen z 


Demostración. Como cotg z= , al aplicar la 


fórmula (VII), se tiene: 


7 cosa y/ —sen T-sen T—COS T-COS x 
(ctg 1)” = = 2 = 
sen z sen? x 
sent ¿costa 1 
LT sen? x senta ” 


que era lo que se trataba de demostrar. 
8”. Si u=q (2), se tiene: 


sen2u 


(ctg u)' = — e | (XV) 
9. Ejemplos. 1. Hállese la derivada de la función: 
2 
y =ctg q - 


Solución. Aplicando la fórmula (XV), resulta: 


e 1 == 1 2 El 2 
o —— (5 e o a 
sen2 — 22.sent 


2. Hállese la derivada de la función: y=% sen! 2x. 


Solución. La función dada es potencial y se puede escribir 
así: y =< (sen 21)1. Por eso derivamos de acuerdo con la fórmula 
de una potencia (XI): 

y =% - 4 (sen 22)3. (sen 21)”. 

Se halla la derivada de sen 27 por la fórmula (XI1): 

y! = (sen 21)3.cos 27+ (21)' =2 sen3 2x-cos 22 = sen? 27 -sen 4x. 

3. Hállese la derivada de la función: y= Y 1—tg? z. 

Solución. La función dada es potencial y la escribimos así, 

E 
y=[1— (tg 09 ?. 
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Según la fórmula (XI): 
1 


y=>3 1— (tg 2321 ?. 11—(18 2)21/ 


1 
= —=== "(—2tg 2)-(tg 2) = 
Vi g 2)-(tg 2) 
o e ai ME e 
V1-—tg2 x-cos? x cos x Y/cos2x " 


$ 88. Dos sistemas de logaritmos. El número e. 
Paso de un sistema de logaritmos a otro 


19%. La función y = log, x se llama logarítmica. A y se 
le llama logaritmo de x respecto a la base a. Se supone 
que la base a > 0, a +1, y que el número >> 0. Si la 
base a = 10, el logaritmo se llama decimal y se designa 
por lg x sin indicar la base: 


log 1=1lg x. 


La sencillez de las propiedades de los logaritmos deci- 
males los hace muy cómodos para su empleo en los cálcu- 
los. En las cuestiones teóricas tienen gran aplicación 
y resultan más convenientes los logaritmos cuya base es 
el límite de la expresión: 


(1+=3)” 
cuando |m| > 00. 


El académico Leonardo Euler (1707-1783) de Peters- 
burgo, investigó la fórmula * siguiente para el cálculo de 
este límite: 

1 ym 1,4 1 1 
Es (a) A as AD 


[m]|>00 


y lo designó por medio de la letra e: 
] 4 ym 
lim (1 + =—) =8€, 


|m|>00 


El número e es irracional, es decir, se expresa por medio 
de una fracción decimal infinita no periódica, y puede ser 


* La fórmula fue descubierta por Daniel Bernoulli. 


168 


hallado aplicando la fórmula (1) con el grado de aproxi- 
mación que se desee. En la suma: 


1 1 1 1 1 
ra 
el error no será mayor que HIST 


e=2,718281828459045 ... 


El número e juega un gran papel en la ciencia: e se toma 
como base de la función exponencial e* y también como base 
de los logaritmos; muchos problemas de las matemáticas, la 
técnica y las ciencias naturales tienen su resolución en forma 
de expresiones que contienen la función e**. 

Los logaritmos de los números, cuya base es el número e se 
Maman logaritmos naturales. Estos se designan por el símbo- 
lo ln sin indicación de la base: 


log. z=1n z. 


2.Paso de un sistema de logaritmos 
a otro. Supongamos que se conocen los logaritmos de base 
e de unos números x, siendo necesario encontrar sus loga- 
ritmos de base a. Según la definición de logaritmo se tiene 
log 


x=4a y t=enx, 


de donde 


x 
a ea =emx 


Logaritmemos esta igualdad según los logaritmos cono- 
cidos, es decir, con base e: 


log*-Ina=1nx-Ine=1n zx, 


ya que In e=1. De aquí se obtiene 


logh=1nx- 57» (A) 


o sea, para obtener el logaritmo respecto a una nueva 
base, es suficiente multiplicar el logaritmo conocido por el 
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número recíproco al logaritmo de la nueva base, respecto 
a la base antigua. 


El factor constante se llama módulo de paso de 


pat 
na 
la base e a la base a. 


3”. Tomando en la fórmula (4) x= N y suponiendo conocidos 
los logaritmos decimales, se obtiene la fórmula de paso de los logarit- 
mos decimales a los naturales: 


1 


lge * (4) 


In N=lg N- 


Tomando a=10 y z=N, se obtiene la fórmula de paso de los 
logaritmos naturales a los decimales: 


1 
lgN=la N- 75 > (2) 


Multiplicando las igualdades (1) y (2) se halla que 
lge-1n10=1, 


es decir, lge y 1n 10 son números mútuamente inversos 


lg e =0,4342945, ln 10 =2,302585, 
to di ó 
ene TP 1110 = 0,4342945. 


Las fórmulas (1) y (2) se pueden escribir así: 
In N=1n N-1n 10 
le N=1nN-lge. 


4”. Mostremos cómo pasar de la base a de la potencia 
a* a la base e. 
Por definición del logaritmo, el número 


a=elma, 


Elevando a la potencia rx ambos miembros de la igual- 
dad, se obtiene: 


a=ex Ina, (B) 
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$ 89. Derivada del logaritmo 


1%. La derivada del ln es A 
Demostración. Para y==lnx, se tiene: 
Ay =1n (x-+ Ax) — In x, 


, 


c+ Ar 
Ay =1n E 


es decir 
Ay = In (1 44) j 


Para hallar la razón a , se multiplica el segundo miem- 


bro de la igualdad por ani 


x Az 
Indicando 242. obtenemos L-—2 —1.;, por lo 
z m Ax z z 
tanto 
Ay _ 1 
Da m-In (1 +5) 


Como m-In (1 +) =1n (1 +)", se tiene que: 
A 
T 


en 14)". 


m 


En el segundo miembro de la igualdad obtenida, la 
variable es m (x es invariable), y si Ax — 0, se tiene 


Im|=|-E 


Hallando el límite de a para Ar =>0 y |m| —= oo, 


—> 00, 


tenemos 

z 1 d 4 ym 

lim q = 7" lim ln (14) ' 
y debido a la continuidad del logaritmo, según $ 71, 1”, 
obtenemos: 


lim Mo ln lim (1 ++)". 


[m[=>00 
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Pero 


Ay 47 1 m 
lim == (Inzx lim [14] =e. 
Ax>0 AZ ( ), y lim ( +7) 
Por eso 


(In 2) = z. Ine, 


y como Ine=log.e=1, (In y =2, que era lo que se tra- 


taba de demostrar. 
2%. Si u=q (x), se tiene 


| Un uy at | (XVI) 


3. La derivada del log a* es igual a 


xlna * 
Demostración. Según la regla de paso de un sis- 
tema de logaritmos a otro se tiene: 


log, 1=1nzx- laz 


Como E es el factor constante, según la fórmula 
(1D y (XVI): 


(Loga 


y por lo tanto (log, 1)' = , que era lo que se trataba 


z Ina 
de demostrar. 
4”. Si u=q (x), se tiene: 


y' = (log, esco, (X VID) 


u-lna 


5% Ejemplos. 1. Jlállese la derivada de la función: 
y =10g, (1244). 
Solución. Aplicando la fórmula (XVII) resulta: 


E, OA ia E 
Yaga id (227-4)-In a * 
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2. Hállese la derivada de la función: y=1n (124 4)?, 

Solución. Al derivar una función logarítmica cs conveniente, 
en primer lugar, tomar el logaritmo, en el caso de que esto sea 
posible, ya que facilita la determinación de la derivada. Una vez 
tomado el logaritmo de la potencia (x2-/ 4)2, se tiene: 


y=2-1n (22 + 4). 
Aplicando las fórmulas (111) y (XVI), resulta: 


e 1 ia , Al 


z j LE V 1 sen x 
3. Hállese la derivada de la función: y=ln nz? 


Solución. Una vez tomados los logaritmos de la raíz y del 
quebrado, se tiene: 


y=5-In (L4son x) — In (1—sen 2). 


Derivando la diferencia y aplicando las fórmulas (IM), (XVI) y 
(XTD), hallamos: 


A O E A 
Y 3 TEsenz 2 1i—sen« 5 
=> ( 1 1 ) ==. 2 o 
2 (Eans Ln 2 2. 1—sex 


cos 1 
Os cosx” 


El resultado es muy sencillo: 


= . Examinando atentamente 


la función que se deriva, se ve que se la puede simplificar, trans- 
formándola según las fórmulas trigonométricas. En efecto, 


T Ñ 
dysenx da (5-2) OOTETa E ME )= 
sena E ) = cg? (F-. Mi 
14—cos | >—x 
2 
nz 
=ctt (5-3) 
EN 1+sen x F+-3) 
q 1—sen zx = In ctg ( 2 
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Hallemos la derivada: 


si z 
sen 2 (7-3) 


) cosa * 


¿Se evita dedicar energías y tiempo al simplificar previamente 
la función derivada? Es evidente que no. La solución se ha hecho más 
larga y ha exigido la aplicación de varias fórmulas trigonométricas, 


Fig. 107 


mientras que en el primer caso, 
por el contrario, se ha empleado 
sólo una fórmula Así pués, las 
simplificaciones previas de la fun- 
ción dada no siempre aceleran la 
solución, por lo que al derivar no 
suele recurrirse a ellas, 


5. La derivada de la fun- 
ción ln [|x| es igual a Ea 


Demostración. Ante 
todo anotemos que la función 
2 = In|x| está definida en el 
conjunto de todos los números 


positivos y negativos; para z =0 no está definida (fig. 107). 
En otras palabras, la función y = In|x| está definida en 
los intervalos—oo <xr<0 y 0<r< +00. 

Si x>0, entonces |z|=x, y In [2]=Inx, (In|..|”= 


(n 2) =z , 


Si <0, entonces |x| =—x, y ln |2|=In(—a), 


1 


4 


(In |2|)=[In (2) 


— (ay =L (=%. 


De este modo, para Cualquier valor 30 


A 
(In | +] ==> 
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$ 90. Derivada de la función inversa 


Teorema. Si la función x = f (y) es estrictamente 
monótona tiene en el punto y derivada f' (y), distinta de cero, 
la función inversa y = Í (x) tiene derivada en el punto x, co- 
rrespondiente al punto y, y además ella es igual a la magnitud 
inversa de la derivada de la función directa en el punto y, 
1 


VL==7 08 
Ty 


(XVII) 


Demostración. Hallemos la derivada de la 
función x =f (y). Dando a y un incremento Ay 0, la 
función x =f (y) recibirá un incremento Ax, a+ Ax = 
= f(y+ Ay). Por ser la función x =f (y) estrictamente 
monótona, 


+ Axr>zx, es decir, Arx0. 


Entonces 
a, = lim y y¿= lim 2% = lim L 
>> Pd e 
dl Aay>0 Ay ? ax>0 AZ ax. 0 AZ 
Ay * 


La tendencia a cero de Ázx se puede sustituir por la ten- 
dencia a cero de Ay, ya que en caso de la continuidad de la 
función x =f (y) Ax >0 si Ay >0, y gracias a que la 
correspondencia entre los valores de Ázx y Ay es bimivoca, 
se tiene también: Ay >0 si Ax >-0. Por lo tanto: 

A A 1 4 1 
Ux = lim 37 =- M0? 


Ax=>0 2% 


Ay Ay>0 Ay 


que es lo que se trataba de demostrar. 


$ 91. Derivada de la función exponencial 


1”, La función exponencial y = a*, la consideramos como 
función inversa a la función logarítmica: x = log,Y, y que 
satisface las condiciones del teorema $ 90. 

Según la fórmula (XVIII) se tiene: 


xy + 1 1 1 
= =_—— =>» a. 
(My SAY 
ylna 


Sustituyendo y por a*, se tiene: 


(ay =a*-Ina (XIXa) 
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2%. Si la base a=e, es decir, si y=e”, resulta: 
(eN =e*, (XXa) 


porque luna =1Ine=1. 
3”. Si u=0 (2), se tiene: 


(XIX) 


y'=(a%/ =a"-u'-Ina 


(XX) 


$ 92. Derivada de la potencia con exponente arbitrario 


4”. Demostremos la fórmula (11) de la derivada de una 
potencia de exponente fraccionario e irracional, que fue 
dada sin demostración. Examinaremos solamente el caso 
en que las bases sean positivas. 

En la ecuación y = x” x > 0, nes un número fracciona- 
rio o irracional. Tomando y = a”, se tiene según el $ 88,4”: 


y=erinx, 


Según la fórmula (XX): 


1 1 E 
y'= (er In *)* =en In x.n. q=0"-n_=n-2" 1 


Por lo tanto, (2%) = na1, que era lo que se trataba 
de demostrar. 


2. La función u”, en la que la base u y el exponente v son funciones 
de x, se llama función exponencial compuesta. 

Suponiendo que u > 0 y que las funciones u y v son derivables 
respecto a x, demostraremos que u” tiene derivada. 

Tomando y = u”, se tiene (según el $ 88,4%): 


— gu nu 


e ¿olaa o y? 


y 
Como e” 1MU tiene derivada, u” también tendrá derivada, que se 


halla por medio de la fórmula (XX). 
3”. Ejemplos. t. Hállese la derivada de la función: y = x*. 


Solución. a*=e*'1"*. Según la fórmula (XX): 
y =( Mx MX. (9. 1p 1 =e 9%, (In 144) =«* (In 244). 
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2. Hállese la derivada de la función: y=(cos 1)0R *, 
Solución. (cos a) *= Sn x:In cosx 


sen x-1n cos x sen x-1n Cos x 


y =(e Yy=e «(sen 2-1n cos 2)' = 


sen x-1n cos x. ( sen zx 


= cost-Incosr—-—.senr]= 
COS z 


Sen *. (cos =-1n cos —sen z-tg 2). 


= (COS x) 
$ 93. Derivadas de las funciones trigonométricas 
inversas 


4%. y = arc sen 2, y = arc Cos 2, y = arc tgx e y = arc 
cotg x son funciones inversas respectivamente a las fun- 
ciones: x=: sen Y, 2 = COS Y, 2 = tg Y y 2 = cotg y, las 
cuales satisfacen las condiciones del teorema del $ 90. Por 
eso sus derivadas las hallamos según la fórmula (XVIID). 
1 1 1 + 


(sen y),  cosy VI sen? y 


Como sen y==x, sustituyendo sen? y por x?, resulta: 


2”. (arc sen 2); = 


AOS AA 
(arc sen 1)' = ViZA (XXTa) 
; 1 1 1 do 
3%. (arecos 2), = == Ed PA A 
( ) (cos y),, sen y Y1=cos2 y 
o sea 
(arc cos 1)' = — 0 € 
4%, (arc tg 1). = 0 ze - E 


(tgy),  costy  14+tgly * 


Como tgy=x, sustituyendo tg? y por x?, resulta: 


ta tg = 2 (XXIlla) 


* Delante de la raíz se pone el signo más porque cos y < 0, puesto 
T 
que— F<y< +. 
** sen y > 0, puesto que 0< y < 5. 
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5. (arc colg 2); = EE = sen? y=-— 1 


(cotg y);, 1+cotg? y * 
o sea 
(arc cotg x) = — E (XXIVa) 
6”. Si u=q(x), se tiene: 
(arc sen u)” == -u (XXI) 
(arc cos u)' = vi (XXII) 
(arc tg Y = Y (XXIID 
, 1 , 
(arc cotg u)' = — Ta Y (XX1V) 


7. Ejemplos. 1. Hállese la derivada de la función: y= 
= Arc sen az, 


Solución. Según la fórmula (XXI): 
O A A A 
Vi (22 Yi=agz * 


2. Hállese la derivada de la función: y=arc tg (212—7). 
Solución. Según la fórmula (XXIID: 


1 Ar 
LW AE AAA 
Y AF Qa—7p 22033 + 411— 2812 4 49 
Eo 2x 
— 2at—44124-25 * 


$ 94. Derivadas de segun do orden y de órdenes superiores 


La derivada f' (x) de la función f(x) es una función 
del mismo argumento x. Puede ocurrir que la derivada sea 
una función derivable, por lo que se puede buscar su derivada. 

Ejemp lo. Si se considera la función y = x*, la 
derivada será: (1%) = 4x*; y la derivada de la función deri- 
vada será: (4x3) = 122?, 

La derivada de la función dada se llama derivada pri- 
mera o derivada de primer orden; la derivada de la pri- 
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mera derivada se llama derivada segunda o derivada de 
segundo orden, y se designa así: y”, f” (x), o asi y?, $? (1), 
¿ a? y qa 10 
derivada tercera o derivada de tercer orden, y se designa 
: ] dy" dif (0) 
7 Je! 7 ES Y 
así: y”, 7 (2), o asi y9, [9 (2), o así dad» Tia + eLo. 
El proceso para liallar las derivadas una tras otra se 
llama derivación sucesiva. 


. La derivada de la segunda derivada:se llama 


Ejemplos. 4. y=x1; y 423; y 1223, y" =240; y Y =24; 


yv = 
y=1n x; y” A y"== —1x2= ts y"=-+1.2.073:= 
2. zx , q2 > 
A 123 
== yy =>—4-2-34=:— => ote. 


$ 95. Sentido mecánico de la segunda derivada 


Supongamos que un punto se mueve rectilineamente y el 
espacio recorrido por él se determina por la ecuación s = 
= f (1), donde £ es el tiempo. La velocidad v ($ 72) en el 
momento t es la derivada del espacio respecto al tiempo, es 
decir; 

_ de 
VU=qár* 

La velocidad de variación de la velocidad, en el movi- 
miento rectilíneo, en el momento de tiempo t es la acele- 
ración (. 

o ds y' d2s 
a= (v) = (5) = az A 


La segunda derivada del espacio recorrido respecto al tiempo 
es la aceleración del movimiento rectilineo en el momento 
dado de tiempo. 


Ejemplo. El movimiento rectilíneo de un punto se hace 
según la ley: 
s=(18—2)m. 


Determinar la aceleración en el momento 1=10 seg. 
Eniá 77 d2s 
Solución. La aceleración = q 
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: ses : d2s 
Derivando la función s=:¿3-—2, se obtiene qe 4. 


Por lo tanto, 
a=6t=6-10=60; a=60 m/seg?. 


2%. Si el movimiento es irregular, entonces la fuerza 
F que realiza este movimiento no es constante; a cada 
momento de tiempo t le corresponde un valor determinado 
de la fuerza aplicada /'; por esto la fuerza es una función 
del tiempo t, F =f (0). 

Según la ley de Newton, en cada momento de tiempo la 
fuerza aplicada F es igual al producto de la masa m por 
la aceleración a, es decir, 


F=ma, o f(t) =ma. 


Ae LE d2s 
En el movimiento rectilíneo a=- 5 Por esto 


d2s 
10)=m. 


Conociendo la ecuación del movimiento rectilíneo, se 
puede, mediante la derivación, hallar el valor de la fuerza 
activa en cada intervalo de tiempo. 


Ejem plo. Determinar la fuerza, bajo la acción de la cual un 
punto material efectúa oscilaciones rectilíneas según la ley 


s =A-sen (0! + mp). 


2 

Solución. f(t)=m- SA , por lo tanto, hallemos la segunda 
derivada de la función: 

s=A.-sen (ot +09), 
ds 
ar 4:cos (0t+09)-0, 
d2s 
5 = -—A sen (ot +-09)-02= —s-02= —(ws, 
dt2 
f (1) =—mo?s, 


es decir, las oscilaciones analizadas se efectúan bajo la acción de una 
fuerza proporcional al desplazamiento s, y dirigida en sentido con- 
trario. 


CAPITULO VIII 


APLICACION DE LAS DERIVADAS PARA EL ESTUDIO 
DE LAS FUNCIONES 


$ 96. Criterios de la monotonía rigurosa de una función 


Consideremos a la función y = f (x) derivable en cada 
punto del intervalo (o del segmento) en el que se examina. 

1, Criterios de constancia de una 
función. En el $ 77 fue demostrado que si f (x) es cons- 
tante, entonces en cada punto 
del segmento su derivada es 
igual a cero. En los cursos más 
completos de análisis se demues- 
tra la suficiencia de esta condi- 
ción: sien cada punto del segmento 
la derivada f' (x) es igual a cero, 
la función f(x) es constante en 
este segmento. 

listo es geométricamente evi- Fig. 108 
dente: si f' (x) = 0 en todos los 
puntos del segmento la, hl, la tangente a a la gráfica de 
la función y =f (x) en cada uno de los puntos x es para- 
lela al eje Ox ($ 74) (fig. 108). Al pasar x de un valor a a sus 
valores sucesivos del segmento a < x < db el punto de con- 
tacto M se desplaza a la derecha, pero permanece en la 
misma tangente trazada en el punto a, porque la tangente 
no cambia de su dirección. En consecuencia, el valor de la 
función, igual a f (a), peimanece invariable para todos los 
puntos del segmento la, bl], y la tangente, en el punto a 
permanece la gráfica de la función en este segmento. 

22 Criterios de crecimiento y decre- 
cimiento de una función. La condición (nece- 
saria y suficiente) del crecimiento (decrecimiento) de una fun- 
ción en un intervalo consiste en que su derivada es positiva 
(o negativa) en cada punto del intervalo con la posible excep- 
ción de puntos aislados, en los cuales la derivada es igual 
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a cero (puntos aislados se entienden en el sentido de que ellos 
no constituyen ningún intervalo). 

Demostremos la necesidad. La función 

= f (x) es creciente (fig. 109), (decreciente, fig. 110) en 

el intervalo a <x < b. Entonces en un entorno de cualquier 

punto x de este intervalo el incremento Ázx en el punto z y el 


Fig. 109 Fig. 110 


incremento correspondiente de la función Ay =f (1 + Ar)— 
— f(x) tienen los mismos (opuestos) signos. Por esto la 
razón 

Hr-Az)—/ (2). 
E >0 
y su límite, para Az >0 f'(2)>0 


Hed 80418 y 


y su límite, para Ax => 0 f' (2)<0. 

Los puntos de la función creciente (o decreciente), en los 
que la derivada f' (x) = 0, son puntos aislados en el sentido 
de que sus abscisas no forman un segmento, porque si fuera 
f (x) =0 en el intervalo a, <x<b, (a <a, < b, < db), 
la función f (x) tendría un mismo valor en este segmento, 
es decir, no sería creciente (o decreciente). 

La demostración de la suficiencia de la condición (“si 
f' (x) es positiva (negativa) en el intervalo (a, b) con la 
posible excepción de puntos aislados, en los cuales F' (a) =0, 
entonces f (x) es función creciente (decreciente) en este intervalo" 
y sale de los límites de este curso breve y se puede encontrar 
en los cursos superiores de análisis. 

Supongamos que «q es ángulo formado por la tangente 
a la gráfica de la función y = / (x) en el punto z. En el 


182 


intervalo de crecimiento de f (x) 


T 


P(2)=tgp>0 y 0<9< y, 
y en el intervalo de decrecimiento 
F(=)=tg9<0 y 4 <g9<nx, 


es decir, la tangente, trazada a la gráfica de la función en 
el punto de crecimiento de la función, forma con el eje de 
abscisas un ángulo agudo o es paralela a este eje (fig. 109), 
y si está trazada en el punto de decrecimiento de la función, 
un ángulo obtuso, o es paralela a éste eje (fig. 110). En las 
figuras 109 y 110 la tangente es paralela al eje Ox en los 
puntos P y P,. 


3”. Ejemplo. Determínense los intervalos de crecimiento 
y decrecimiento de la función: y = 23 — a2— 82 + 2. 

Solución. Para aplicar los criterios de crecimiento y decre- 
cimiento de la función hallaremos la derivada de la función dada y 
doterminaremos los valores de « para los cuales es positiva o negativa: 


y! = 312 —2x— 8, 


Descomponenios el trinomio de segundo grado en factores, ya 

ue es mucho niás fácil determinar el signo del producto por los signos 

de los factores que el signo de la suma por los signos de los sumandos. 
Las raíces del trinomio son: 


1 Y1+24_ 15 4 
Y lr E O Sta, t¡=—>37, %g=2, 


y por lo tanto: 
y!=3-+ (+3) -(2—2). 


Y 
El factor x t7 es negativo si <= y positivo si x >5 
El factor =—2 es negativo si z<2 y positivo si x>2. El signo del 
producto dependerá de la posición del punto x en el eje Ox respecto 


a los puntos NN y 2. Los puntos => y 2 dividen todo el eje en 


tres intervalos: 
4 
1) 091 DAFSILA DILIG 
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Para determinar el signo de la derivada en cada uno de los in- 
tervalos formamos la siguiente tabla: 


Número Signo Ss Si 
del Carácter del de 1gno igno La función 
inter- intervalo 4 de de dada 
valo x+ 3 x- 2 Y (x) 
4 
4 AREA — — + crece  — 
4 
2 =3<r<2 + — — decrece — 
3 2<1XX+0 + + + crece 


Por lo tanto, la función dada crece en los intervalos —00< 2< 
< 5 y 2<1x1< +00 y decrece en el intervalo e <2, 
La gráfica de la función dada está representada en la figura 111. 
4%, “La función y = x3 (fig. 69) tiene la derivada y = 3x?, que 
€» positiva para cualquier valor de zx distinto de cero. Si x= 0, la 
derivada y” =0. La función y= a3 
crece en el intervalo—oo <x<+oo; 
x=0, siendo el único punto separado 
en el que la derivada es igual a cero; 
en dicho punto crece la función. En efecto, 
siz=0,133=0;sizx<0, 23 <0, y si 
x>0, 23 >0, 


$ 97. Problemas de determinación 
de los valores máximos y mínimos 
absolutos 


1. Se necesita cercar con una 
Fig. 411 alambrada de 60 metros una par- 
cela contigua a la pared de una 
casa (fig. 112). ¿De qué longitud y anchura debe ser la 
parcela para que el área sea la máxima? 
Solución. Supongamos que la anchura de la parcela 
es x metros, y el área, y metros cuadrados: 


y = (60— 2x0). =60x — 222, 


Los valores de x e y no pueden ser negativos, por eso, 
el factor 60 — 2x7 >0, y 0<x<30. 
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El área y es función de x. Determinamos los intervalos 
de su crecimiento y decrecimiento. Hallamos la derivada: 


'=60—4x. 


De aquí vemos que y' > 0 para x<<15, y en este caso 
crece la función; por otra parte, y” < 0 para x >> 15, y en 
este caso decrece la función. 

He aquí una tabla de la función para ciertos valores de x: 


Si la anchura == | 0 5 25 30 


0 as 20 


el área y= | 0 


250 | 400 | 450 | 400 


20 | 0 


La curva (fig. 113) se eleva desde el origen O hasta ol 
punto M (x= 15), y después comienza a descender. La 
función tiene el valor máximo en el 
punto <= 15. 

Por lo tanto, la parcela tendrá el 
área máxima si su anchura es = 15 
metros, y su longitud 60 — 2x = 60 — 
— 30 = 30 metros. 

2. ¿Cuáles tienen que ser las 
medidas de una habitación rectangular 
de 36 metros cuadrados para que su 
perímetro sea el menor? 

Solución Supongamos que la Fig. 112 
longitud es igual a x metros; la an- 


60-2x 


: 


lap mm 
hana 


P- 


J 
] 
, 
pa E 
] 
] 
] 
L 


chura del rectángulo será 2 metros, y el perímetro: 


=2 (2 q) =20 E. 


El perimetro y es función de la longitud x, definida 
para todos los valores positivos de zx: 


O<r<+oo. 


Determinemos los intervalos de su crecimiento y decre- 
cimiento: 
y =92 _ 26-30) _ 2(2—6) (246) 


q? 2 x2 
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El signo de la derivada se determina por medio del signo 
de la diferencia « — 6. En el intervalo 0 <x<6 y'(<O0, 


51015 202530 LI 
Fig. 113 Fig. 114 


y en el intervalo 6 <x< + oo y' > 0. El perímetro decre- 
ce en el intervalo 0 < x < 6 y crece en el intervalo 6 <zx < 
<Z + 00. La gráfica (fig. 114) se construye con ayuda de la 
siguiente tabla: 


Si x= 


sofas 5 [oro 


Yi 24,3 


2,4 | 24 25 o 


Por lo tanto, el perímetro del rectángulo tiene su valor 
mínimo si su longitud es de 6 metros, y su anchura de 
36 


> 6 metros, es decir, si es un cuadrado. 


$ 98. Máximos y mínimos de la función 


Los problemas cuya finalidad es hallar los valores máxi- 
mos y mínimos de las magnitudes tienen gran aplicación 
en la técnica y se reducen como se ve en los ejemplos, 
a hallar un máximo y un mínimo de la función. 

Definiciones. 1. El valor de la función f(x), 
six =«, se llana un máximo de ésta en el punto c, si él es 
mayor que su valor f (x) en cualquier punto x, tomado en un 
entorno del punto x= C. 
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2. El valor de la función f(x), si x= c, se llama un 
mínimo de ésta en el punto c, si él es menor que su valor 
en cualquier punto x=, tomado en un entorno del punto 
z=C, 

A los términos “máximo” y “mínimo” se les da la 
denominación común de “extremos”. 

Al valor del argumento en el que la función alcanza el 
máximo (o el mínimo) lo llamaremos punto de máximo 
(de mínimo) o punto de extremo. 

La función puede tener sola- 
mente un máximo, por ejemplo, 
la función y = 60x — 22? (fig. 113), 
o solamente un mínimo, por 


ejemplo, la función y = 2x + 


(fig. 114), o tener un máximo 
y un mínimo, como por ejemplo, 
la función y = 1? — a? — 8x +2 
(fig. 141). La función puede tener 
unoscuantos máximos y mínimos 
(fig. 115), alternándose en este caso los máximos y los 
mínimos. La función puede no tener ni máximos ni mínimos. 
Por ejemplo, las funciones y = a?, y = cotg x, y = a* no 
tienen ni máximo ni mínimo porque al crecer « desde —oo 
hasta 3-00, la primera y tercera funciones crecen, y la 
segunda decrece. 

El máximo (mínimo) de una función puede no ser el 
valor máximo (mínimo) absoluto de ésta. Así, la función 
de la figura 115 alcanza en el punto c, mayor valor que los 
máximos c,M, y c3M,, y en el punto ce, menor valor que los 
mínimos c¿Mi y C¿Ma, y el mínimo cm, es mayor que el 
máximo c¡M,. El máximo (mínimo) de una función en el 
punto dado es el mayor (menor) valor de la función 
solamente respecto a sus valores en los puntos situados a la 
izquierda y a la derecha en una proximidad suficientemente 
estrecha del punto extremo. 


Fig. 115 


$ 99. Criterios de existencia de extremos 


17 Condición necesaria. En el punto de extre- 
mo de la función derivable su primera derivada es igual a 
cero. 

Demostración. Supongamos, por ejemplo, que 
zx =ces un máximo de la función f (x) en un 0-entorno 
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del punto x =c (fig 116). Representemos los valores del 
argumento x= del semientorno a la izquierda del punto c en 
la forma c — Áx, y a la derecha en la forma e +- Az, siendo 
0<Azx< 6. El valor de la función f (x) en el punto c es 
f (c), en el semientorno a la izquierda es f (c — Az), y a la 
derecha, f (c + Ax). 

Según la definición de máximo de una función: 


f(c—Axr)<j(c) y f(c4- Ar) <f (lc), 
por lo tanto: 
f(c—Ax) —f(c) <0 y fc + Ax) —f(c) <0. 


Los primeros miembros de las desigualdades expresan 
el incremento de la función en el punto x =c al variar .el 
argumento respectivamente en 
—Ax y +Az. Al formar la razón 
del incremento de la función 
respecto al incremento del argu- 
mento. se tiene: 


f (c+ Az) —f (0) : 
AO. (2) 


Fig. 116 


Ambas razones (1) y (2) tienen 
un mismo límite para Ax-——>0, 
porgue según la condición, la función f(x) tiene derivada 
en el punto c: 


Ax)— : Az) 
A E e a O 


De la desigualdad (1) se deduce ($ 56) que /'(c) es 
positiva O es igual a cero, y la desigualdad (2) indica 
que f/f” (c) no puede ser positiva. Por lo tanto, 


Pe >b 


que era lo que se trataba de demostrar. 

2. Teorema (criteriosuficienteo). Si en 
un entorno de amplitud 20 del punto x = c: la función f (x) 
es continua, su derivada, f' (x), a la izquierda del punto x = c 
es positiva, y a la derecha, negativa, el valor x = c es punto 
de máximo de la función. 
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Demostración. La función dada es continua en 
el 6-entorno del punto c, por eso los números f (c), 
f(c — Ax) y f(c+ Ax), si O<Ar<Ó existen y 
lim f(c—Ax)= lim f(c+ Ax) =f (c). 
—A1x>0 —Ax—=0 
La función dada f (x) en el semientorno a la izquierda 
de punto c es creciente porque su derivada a la izquierda 
del punto c es positiva, y en el semientorno a la derecha 
es decreciente, ya que su derivada a la derecha del punto c 
es negativa (fig. 116), y por eso, sus valores 


Hc—Az) y f(c-+ Ax) 


crecen al tender Ax a cero*. De tal manera que para cada 
valor Ax40: 


Hc—Ax) <f(c) y (c+ Ax) < f (c). 


Pero en este caso, f (c) es máximo de la función f (x). 

3”. Del mismo modo se puede demostrar que si en el 
entorno del punto x =c, la función f (x) es continua, y la 
derivada f' (x) a la izquierda del 
punto x==c es negativa, y a la 
derecha es positiva, el valor x=«c 
es punto de mínimo de la función 
(fig. 117). 

4”. Tanto en el punto de má- 
ximo como en el punto de mínimo, 
la derivada es igual a cero (1”). 
Lo recíproco es falso. Una fun- 
ción puede no tener ni máximo 
ni mínimo en el punto en el 
que la derivada es igual a cero. 

Por ejemplo, la función y = x* tiene derivada igual 
a cero en el punto « = 0 ($ 96, 4”). Sin embargo, en el punto 
x= 0 no existe ni máximo ni mínimo, y la función crece, 
cualesquiera que sean los valores de x=, incluso si x = 0. 

De aquí que la función f (x) no tiene en el punto x =C 
ni máximo ni minimo si su derivada es igual a cero en este 
punto y tiene idéntico signo a la izquierda y a la derecha de él. 


* Según la definición de la función decreciente ($ 64,7%), a valor 
menor del argumento corresponde un valor mayor de la función, es 
decir, si x¡ > 2, será f (21) < f (za). 
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5. Definición. Los valores del argumento x, para 
los cuales la derivada f' (x) es igual a cero, se llaman puntos 
estacionarios. 

La tangente en los puntos estacionarios es paralela al 
eje Ox. 


$ 100. Regla para hallar el extremo 


1, Para hallar el extremo de una función es necesario: 

1) hallar su derivada; 

2) igualar la derivada a cero y resolver la ecuación obtenida, 
de las raices que resultan se eligen las reales; si todas las raíces 
resultan imaginarias, la función no tiene extremo; 

3) determinar el signo de la derivada en los intervalos del 
campo de determinación de la función limitados por las raíces 
reales; si la derivada es positiva en un intervalo situado a. la 
izquierda del punto estacionario dado, y es negativa en un 
intervalo situado a la derecha de dicho punto, el punto dado 
es punto de máximo de la función; si la derivada es negativa 
a la izquierda y positiva a la derecha del punto estacionario 
dado, este punto es punto de mínimo de la función; si la deri- 
vada tiene un mismo signo, tanto a la izquierda como a la 
derecha del punto estacionario, en este punto la función no 
tiene ni máximo ni minimo; 

4) sustituyendo. el argumento en la expresión dada de la 
función por el valor que da el máximo o el mínimo de la fun- 
ción, se obtiene el correspondiente valor máximo o minimo de 
la función. 

Si la función tiene puntos de discontinuidad, éstos deben 
ser incluidos en el número de puntos estacionarios que parten 
a Ox en intervalos, en los cuales se determina el signo de la 
derivada. 


$ 101. Ejemplos de cálculo de extremo 


12 Para hallar el máximo y el mínimo de la función 
y =2+3102—a1, 
1) hallamos la derivada: 
y! =62—322, 


2) igualamos la derivada a cero y resolvemos la ecuación 
obtenida: 


6x—312= 0; 32 (2—x)=0; 2=0, 22=2; 
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Los puntos O y 2 dividen el eje Ox en tres intervalos: 
1) —-o<z<0, 2 0<1<2 y 3) 2<1<+0); 
3) descomponemos 6x— 3x2? en factores: 
y! =—32 (1—2), 


y determinamos el signo de la derivada en cada uno de los intervalos: 


N del 


intervalo Signo de a—2| Signo de y” 


intervalo 


de— 3x 


Carácter del | Signo 


| 
| 
+! 


La derivada es negativa en el intervalo situado a la izquierda 
del punto z = 0, y positiva en el intervalo situado a su derecha, por 
eso, z =0 es punto de mínimo de la función. 

La derivada es positiva a la izquierda, y negativa a la derecha 
del punto x= 2, por eso, z = 2 es punto de máximo de la función; 

4) en la ecuación dada y = 2 + 3x?* — q3 sustituimos x por los 
valores obtenidos 0 y 2, resultando: 


Ymin=%  Ymax =6- 
22 Hállense los puntos de máximo y de mínimo de la función: 
_ 324 5704-25 
+2 " 
Solución. La función dada no tiene valor numérico si r==-—2, 


y el valor—2 es punto de discontinuidad. Teniendo esto en cuenta, 
1) hallamos la derivada: 


,_ 3(18244r—5) , 
AO 


2) igualamos la derivada a cero. Pero un quebrado es igual a 
cero si el numerador es cero, 


22- 41—5=0, 
Resolviendo esta ecuación, se tiene; 
24 =—3; z=>+1*. 
* Puede ocurrir que el numerador del quebrado sea un número 
constante. Este caso se examina más adelante, en el $ 104. 
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Incluimos el punto de discontinuidad  = —2 en el número de 
puntos que dividen a Ox en intervalos, en los cuales es necesario 
determinar el signo de la derivada; 

3) el signo de la derivada en cualquier punto zx, excluyendo los 
puntos de discontinuidad, se determina por el signo de q? + 42 — 5, 
ya que el coeficiente 3 del numerador de la derivada y el del deno- 
minador de la misma (2 + 2)? son positivos. Para mayor comodidad 
descomponemos el numerador en factores: 


24 tri (+5) (14), 


N del Carácter del Signo Signo . , 
intervalo intervalo ex-p5 de x—1 Signo de y 
1 —co<i<-—5 - — + 
2 —5X<1<-2 le — — 
3 -2<xt< --1 + — — 
4 +i<iZ4 o] + e 
En el punto z = --5, la función tiene máximo, y en el punto 


x= tiene mínimo. , 
32 Hállese el máximo y el mínimo de la función: 


y ==C08 x-sen? z, 


Solución: 1) y” =—sen x-sen3 +3 sen? x.cos 2-COs x, 


y'=3 sen! z (cor?) 


o 
ER 


y'=3sení z (ets =+75) (cotg 3) > (1 


2) igualando a cero cada factor por separado, se fiene: 


sent x= (); sen x=0; a == 0; 
cotg zh . =(;  Ccotgzx e E q 
Tos TES uN 

1 T 
cot 2——==0; cola == — : ZE =— 

i V3 É V3 3 


Debe señalarse que al resolver ecuaciones trigonométricas se toman 
solamente los valores principales de los argumentos. 
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N del 
intervalo 


Ela ; T 
Por lo tanto, la función tiene mínimo en el punto 1=-—+, no 
tiene ni máximo ni mínimo en el punto x=0; y tiene máximo en 


el punto 2 


$ 102. Determinación de extremos 
mediante la segunda derivada 


1, Teorema. Si en el punto x =<C, la derivada pri- 
mera de la función f (x) es igual a cero, f' (c) = 0 y la derivada 
segunda es positiva, f” (c) >0, la función f (+) tiene mínimo 
en el punto x= C; 

si la segunda derivada es negtiva, f” (c) <0, la función 
f (x) tiene máximo en el punto x= c. 

Demostración. Supongamos que f' (1) =0 y 
f(x) >0 en el punto x=c. Tomemos el caso en que 
f" (2) > 0 no sólo en el mismo punto x= c, sino también 
en un cierto entorno de él,* entonces en este entorno la prime- 
ra derivada f' (x) es continua y crece, y ya que si z=cC, 
f' (2) =0; entonces si z<c, f' (2) <0; y si ><, 
f' (1) > 0. Esto significa que en el punto x = c la función 
dada f(x) tiene un mínimo. 

Del mismo modo se demuestra el teorema para el caso 
de que f” (c) <0. 

2”. El teorema demostrado determina el segundo proce- 
dimiento de determinación de extremo. Se diferencia del 


* Esto tiene lugar siempre. que f” (x) es una función continua 
en el punto x= <c. 


13-523 193 


primero ($ 100) en que la tercera operación del primer 
procedimiento es sustituida: a) por la determinación de la 
segunda derivada y su signo en los puntos estacionarios. 
El resultado de la investigación se puede expresar así: 


Si el signo del número j” (c) es en el punto x=c f (x) tiene 
positivo mínimo 
negativo máximo 


Si f” (c) = 0, es necesario realizar la investigación de 


la función por medio del primer procedimiento. 
3. Ejemplo. 1. Hállense por medio del segundo procedi- 
miento los máximos y los mínimos de la función: 


y=5 ma xt, 


Solución. 1. Hallamos la primera derivada: 
y' == —21—3a2—a3, 
2. Igualamos la primera derivada a cero y resolvemos la ecua- 
ción obtenida: 
—21—312—238=0, o 1 (12432 4-2) =0, 
de donde 
=0 0 1224-3214 2=0,. 


Resolviendo la ecuación de segundo grado 12+4-3x+42=0, se 
tiene: 
—3+1 
EE E 


Existen tres puntos estacionarios: 
214 =-—2, zg=—1 y 23=0. 
3. Hallamos la segunda derivada: 
y” = —2—6r —322, 


4. Determinamos el signo de la segunda derivada sustituyendo x 
por su valor, al principio en el primer punto estacionario, luego 
en el segundo, y después en el tercer punto: 

si 1=-—2 y” =-—2—6-(—2)—3-(—2)2= —2, 

si 2=-—1 y” =—2—6-(—1)-3-(—1)=+1, 

si 1=0 y” =-—2. 
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Por lo tanto, la función dada tiene mínimo si =—1, y má- 
ximo, si =-—2 y también si =0. 

Ejemplo 2. Hállense los máximos y mínimos de la función: 
y=x1, 

Solución: 


1) y =4a23, 
2) 4x3=0; r=0; 
3) y” =12x2 


Como la segunda derivada es igual a cero, la investigación se 
realiza mediante el primer procedimiento: si 2<0, y = 418 < 
<0, y si x>0, y” = 4x3 > 0. Por lo tanto, la función y = x1 tiene 
mínimo en el punto x= 0. 


4. El extremo de la función cuadrá- 
tica y = Ax? + Bx + C. Igualando a cero la primera 
derivada y' = 2Ax + B = 0, se obtiene 


eS B 
=34 > 

La segunda derivada y” = 24 es negativa si A <Ó0 

y positiva si A > 0. Por consiguiente, la función cuadrática 


tiene, en el punto x= -% el máximo para A<O0, 


y un mínimo para A >0. 
El punto x= — 7 es el vértice de la parábola y = 
= Ar? + Bx 4 C. 


$ 103. Ejemplos de problemas 
de cálculo de máximos y mínimos 


1”. La diferencia de dos números es a. ¿Cuáles serán esos números 
para que su producto resulte el menor? 

Solución. Designemos el número menor con la letra x; el 
mayor será x -+- a, y el producto de ambos, x (z + a), que es función 
de x, lo designamos con la letra y, y = 2? + az. 

Hallamos el valor de x en el cual y alcanza el mínimo: 


1) y =2274-a; 2) 2244a=0; ==; 3) y" =2; 4) la función 


dd a 
alcanza el mínimo cuando A 
El producto de dos números, cuya diferencia es igual a a, es el 
a a 
menor cuando un factor es eN el otro, Ss 
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2%. La resistencia de una viga de sección rectangular es propor- 
cional al producto de su anchura por el cuadrado de la altura. De un 
rollizo de diámetro d cm es necesario hacer una viga que tenga la re- 
sistencia máxima. ¿Qué dimensiones se deben dar en este caso a la viga? 

Solución. Designemos el coeficiente de proporcionalidad 
por medio de la letra k (que depende de la calidad del material), y la 
resistencia de la viga por medio de la letra y. Según la condición del 
problema 

=k.b-h2, 


donde b (fig. 118) es la base, y h, la altura del rectángulo. 

En la ecuación figuran dos variables b y h; expresamos h por 
medio de b. En el triángulo ABC, en el que AB d, AC bybC 
= h, se tiene: h2 = d2 — b?, Por lo tanto y = k-b (d? — b?), o sea, 
y = d?kb — kb3, 

Hallamos el máximo de esta función mediante el segundo 
procedimiento: 

1) hallamos la derivada respecto a la variable b: 


Y 0 —3hb%; 


db 
d d?y 
2h -— 2 » A A . 
2) d2k -— 3kb 0, y Vi 5 3) dz 6kb; 
d 6kd 
4) si b=__=y"= ——— 0 (puesto que k >0 d> 0), la 
) 3) Yi <0 (p q >0y 2>0) 


función tiene máximo. 
Así, la resistencia de una viga alcanza su máximo si su anchura 


b==—= . 


Determinemos la altura: 


2—q2_—hb2—q q? == 
1203 dG : 


y por lo tanto pa E -y2. 


V3 
d S 
Como VS b, tenemos h=b Y/2. 

Hemos hecho una importante deducción práctica: la resistencia 
de una viga de sección rectangular llega al máximo si su altura es 
igual a la base multiplicada por /2. Esta relación no depende de 
la calidad del material, puesto que carece del coeficiente k. Como 

5 7 
Viz lá=>3, 
7 
madamente F* 

He aquí el procedimiento de construcción de un rectángulo de 

mayor resistencia. 


la proporción de los lados del rectángulo es aproxi- 
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Si dividimos el diámetro AB (fig. 118) en tres partes iguales por 
medio de los puntos D y E, levantamos desde estos puntos las perpen- 
diculares DC y EF a AB y unimos los puntos C y F de intersección 
de estas perpendiculares con la circunferencia con los extremos del 
diámetro A y B, se obtiene el rectángulo ACBF de mayor resistencia. 

En efecto, el cateto AC es la media proporcional entre la hipotenu- 
sa AB y el segmento AD: 


AB AC _—=—=5 E d 
=p AC=VAB:AD=|/ == 
Asimismo 
AB_ BC. ADD Y/ E 
0 = 5D" BC= Y AB-BD= ie 


Por lo tanto, BC = AC-Y/2. 

3%, Se necesita construir una vasija cilíndrica de aluminio (sin 
tapadera), cuyo volumen sea v. ¿Qué dimensiones debe tener esa vasija 
para que se gaste en ella la menor cantidad de material? 


Fig. 118 Fig. 119 


Solución. La cantidad de aluminio necesario para construir 
el cilindro se determina por la superficie del cilindro. Por lo tanto, 
el problema se reduce a hallar dimensiones tales del cilindro que el 
área total sea la menor. Designemos el radio de la base del cilindro 
con la letra r, y la altura con la letra h (fig. 119). Aquí hay dos varia- 
bles: r y h. Expresemos h por medio de r. 


El volumen del cilindro v=1tr2h, de donde h==> . Designemos 


con y el área total de la vasija, que está formada por el área de ls 
base, sir2, y el área lateral 2trh= 2s1r- 3 a 
Tr r 


Luego: y= ar A 


Hallemos el mínimo de esta función teniendo en cuenta que zi 
y v son constantes, y que r figura como variable independiente. 
dy 2o  2(ar8—o) 
ale silo DEE 
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2) tras igualar el numerador de la derivada a cero y resolver la 


3 
ecuación obtenida, resulta: y E. 
z d 
3) se toma la derivada de => a 


d?y 4v 
de 


] 3/ y dy 4v 
4) Je E qa 214 =6n >0. 


v 
T 


Ty 20 ¿o 
> la función alcanza el minimo. 


Determinemos k con objeto de establecer la relación entre r y h. 
v v 1 0) 1 ve 
ha Ha , A Y HN 
a a rg 3/72 T 
72 
os decir, r= h. 


Así pues, para construir una vasija cilíndrica sin tapadera se 


emplea la menor cantidad de material si su altura es igual al radio 
de la base. 


Por lo tanto, si r= 


$ 104. El máximo y el mínimo de la función 
en los puntos en que no existen valores de la derivada 
1%. La función y = |x| (fig. 120) en el punto x = 0 es continua y 


tiene mínimo. Sin embargo, en este punto no tiene derivada ($ 75). 
En cualquier punto, situado a la izquierda o a la derecha de x == 0, 


p [0 


Fig. 121 


la función dada tiene derivada. Hallémosla por medio de la regla 
- Ay 
eneral 73), como lim —=—. 
z G ) Ax>0 Az 
Para el punto x,Ax>0, Ay<0 y lim HE —1. Para el punto 
, Ax—>0 Az 
ALO Ag Tim 
Ax>0 Ax 
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Por lo tanto, para la función y = | x ] se cumple en el punto « = 0 
la condición suficiente de existencia del mínimo. 

Por lo tanto, la función puede tener extremo en el punto en el 
que no existe su derivada, pero en este caso es necesario que se cumpla 
la condición suficiente de existencia del extremo ($ 90, 2% y 35. 

2. La función y=/(0=Y 12 (fig. 121) es continua y tiene 
mínimo en el punto x=0, Sin embargo, la derivada 


epale a 
LO= 


no se convierte en cero para ningún valor de x. En tal caso es necesario 
estudiar también las raíces reales de la ecuación 


1 
Fe =0. 


En el caso dado 


1 3, 
ra 710 


tiene la raíz x =0. Para <0 es f (2) <0, y >0, f' (1) >0. 
Esto significa que el punto  = 0 es un mínimo. 


$ 105. Valores máximo y mínimo de la función en un 
segmento 


1%. Una función f(x) continua en el intervalo (a, b) 
puede no tener valores máximo y mínimo. Por ejemplo, la 


ms 1 A : 
función y = 7 es continua en el intervalo 0<x<o0 


y en todo punto de este intervalo tiene un valor determinado, 
pero entre ellos no hay valores que sean máximo y mínimo, 
En los cursos superiores de análisis se demuestra que si 
la función es continua en un intervalo, entre sus valores, alcan- 
zados en este segmento, existen el máximo y el mínimo. 

2”. Supongamos que la función y = f (x) es continua en 
el segmento a <x<b*. Sus valores máximo y mínimo 
pueden situarse tanto en los extremos del segmento la, b] 
como en los puntos del intervalo (a, b). En el último caso 
ellos son extremos de la función. 

Por ejemplo, la función (fig. 122) tiene el valor máximo 
en el extremo a del segmento la, b] y su mínimo en el punto 
c del intervalo (a, b),a<c <b. La función, cuya gráfica 
está representada en la figura 123, tiene sus valores máximo 


* Se supone que f (x) es derivable en los puntos del segmento 
[a, b] con la posible excepción de algunos puntos aislados, en los 
cuales la derivada f' (x) no existe. 
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y mínimo en los puntos c, y Ca, situados en el interior del 
segmento la, bl, es decir, a <cy <bya<c,< b. 

Para hallar los valores máximo y mínimo de la función 
Í (x) en el segmento la, bl es necesario: 

1) calcular sus valores en los extremos del segmento, 0 sea, 
determinar f (a) y f (b); 


y y 


0 a € Y 
Fig. 122 Fig. 123 


2) hallar los puntos de los extremos de la función f (x) 
en el intervalo (a, b) y calcular los valores de la función f (x) 
en estos puntos. Designemos estos valo- 
res por extf (x). 

El mayor de los números f (a), f (b) 
y extf (x), es el' valor máximo de la fun- 
ción en el segmento la, bl, y el menor 
de ellos es el valor mínimo de esta 
función. 


7-05105 115 zx 
Fi 194 3. Ejemplo. Ilallar los valores 
Le máximo y mínimo de la función y = 31% — 
— 213 — 3x2 + 3 en el segmento [—1; 1]. 
Solución. Hallemos los valores de la función en los extremos 
del segmento: 
H—1)=3+2—343=5, f(1)=3—2—3+3=1. 


Hallemos los puntos de extremo en el intervalo (—1; 1): 
f' (2) =123— 622— 6x = 62 (222—x—1)=12x (+3) (1—1). 


; z : , 1 
De aquí se obtiene que los puntos estacionarios son: « = =3 5 
0; 1. 

El tercer punto (+ = 1) no lo examinaremos, ya que él no per- 
tenece al intervalo (—41; 1). 

Luego se obtiene: 


F (1) =3612—122—6=6 (612—22—1); 


(2 (4) ]-0> 


F (0)=6(6-0—2-0—1)=—6<0, 
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4 A rad 
Por lo tanto, 2= eS el punto del mínimo; z==0, el máximo; 


mo (a (a (> 


Así, se tiene: 


H=t)=5, f(1)=1, máxf(x)=3; mínf(1)=2> 


el valor máximo de la función en el segmento ([—1; 4] es igual a 5; 
el mínimo es igual a 1. 
La gráfica de la función dada está representada en la figura 124. 


$ 106. Sentido de la concavidad de una curva 


1”. Supongamos que dos puntos M, y M, tienen una 
misma abscisa. Si la ordenada del punto M, es mayor 
(menor) que la ordenada del punto M,, se dice que el punto 
M, está situado más arriba (abajo) que el punto Mz. También 
se dice que en el intervalo a <x<b la línea y = f (x) 
está situada más arriba (abajo) que la línea y = q (zx), 
en el caso de que en este intervalo cada puntu de la primera 
línea esté más arriba (abajo) que el punto correspondiente 
a éste de la segunda línea, es decir, si 


(3) >p (2) lo F(1)<0 (2)1. 


Definición. En el intervalo a <x <b, la curva 
de la función y = f (x) se llama cóncava hacia arriba (hacia 
abajo) si está situada más arriba (abajo) de la tangente en 
cualquier punto del intervalo dado *. 

La curva representada en la figura 125 es cóncava hacia 
arriba en el intervalo a <x <b, y cóncava hacia abajo 
en el intervalo b<zx<c. 

27. En cursos superiores de análisis se demuestra que 
si la derivada f' (1) es una función creciente (decreciente) 
en el intervalo a < x <b, la curva y = f (x) es cóncava hacia 
arriba (hacia abajo) en este intervalo. 


* El arco cóncavo hacia arriba se llama a menudo cóncavo y el 
cóncavo hacia abajo, convexo. 
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Para aclarar este teorema se marca arbitrariamente una 
serie de puntos en el eje Ox (fig. 126) y desde cada uno de 
éstos se traza una recta de tal manera que el coeficiente 
angular de la recta crezca al crecer las abscisas de los puntos 
marcados; después, tomando estas rectas como tangentes 
a cierta curva [tg p = f' (x)1, trazamos dicha curva. Se ve 
cómo la línea está situada solamente encima de cada una 
de las tangentes trazadas. 

Y. Criterio suficiente de concavi- 
dad hacia arriba (hacia abajo). Si en el 


Fig. 125 Fig. 126 


intervalo a <x <b la derivada segunda f" (x) es positiva 
(negativa), excepto en algunos puntos, en los cuales es igual 
a cero, la curva y = f (x) es cóncava hacia arriba (hacia abajo) 
en este intervalo. 

En efecto, si la derivada segunda f” (x) es, por ejemplo, 
positiva en el intervalo a < x < b, excepto algunos puntos 
en los que es igual a cero, la derivada primera f' (x) es una 
función creciente, y la curva y = f (x), según lo precedente, 
es cóncava hacia arriba. 

Si f” (1) = 0 no sólo en algunos puntos, sino en un inter- 
valo, entonces f' (1) será una función constante en dicho 
intervalo, f (a) será una función lineal y su gráfica será 
una línea recta, por lo que carece de sentido tratar de la 
concavidad. 

$ 107. Puntos de inflexión 


17. Definición. Si en un entorno del punto xr =<c 
la gráfica de una función derivable y = f (x) tiene a la izquierda 
y a la derecha del punto x = c concavidad de sentido opuesto, 
el valor x= c se llama punto de inflexión. 

El punto M de la curva (fig. 127), cuya abscisa es x = e, 
se llama también punto de inflexión, y separa el arco de la 
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curva, cóncavo hacia arriba, del arco cóncavo hacia abajo. 
Solamente puede ser punto de inflexión el punto en el que 
existe una tangente a la curva. En la vecindad del punto 
de inflexión la curva está situada a los dos lados de la tangen- 
te, encima y debajo de ésta. Debe indicarse que la curva 
está situada también a los dos lados 

de la normal. Pero un punto tal y r 

como P (fig. 127), en el que no 

existe una sola tangente, no €s 


punto de inflexión. E CA 
2. Como a la izquierda y a la 
derecha del punto de inflexión P 


x= cc, la concavidad de la curva 

y =](x) tiene diferente sentido, 

la derivada segunda f” (x) tiene Fig. 127 

a la izquierda y a la derecha del 

punto =c diferentes signos o es igual a cero. Suponiendo 
la derivada segunda continua en un entorno del punto =cC, 
deducimos que en el punto de inflexión es igual a cero, es decir, 


P (e) =0. 


3”. De aquí se deduce la regla para hallar 
los puntos de inflexión: 

1) se halla la derivada segunda de la función dada; 

2) se iguala a cero y se resuelve la ecuación obtenida *; 
de las raíces obtenidas se eligen las reales y se ordenan según 
su magnitud de menor a mayor; 

3) se determina el signo de la derivada segunda en cadu 
uno de los intervalos limitados por las raíces obtenidas; 

4) si en dos intervalos limitados por el punto que se exami- 
na son diferentes los signos de la derivada segunda, existe punto 
de inflexión, y si resultan iguales, no existe punto de inflexión. 

4” Ejemplos. Hállense los puntos de inflexión y determí- 
nense los intervalos de la concavidad hacia arriba y hacia abajo de 
las curvas: 


1) y=1nzx. 
Solución. Hallamos la segunda derivada: 
A A | 
Y =D Y RT 


Cualquiera que sea el valor de z (0<1<-+00c) y” es negativa 
Esto significa que la función logarítmica no tiene puntos de infle- 


* O se hallan los valores de x en los que la derivada pierde el 
sentido numérico. 
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xión y la concavidad está dirigida hacia abajo. 
2) y =SED zx 
Solución. Hallamos la segunda derivada: 
y'=C08x; y”= —S8N 4. 


Suponiendo que —sen x = 0, resulta que z = kx kes un número 
entero. Si0 < x < xr, sen zx es positivo e y” es negativa; si in <zx< 
< 21, sen x es negativo e y” es positiva, etc. Esto significa que la 
sinusoide tiene los puntos de inflexión 0, 1, 2, ... 

En el primer intervalo 0 <x <ax la concavidad está dirigida 
hacia abajo; en el segundo 1 <x<2sn, hacia arriba, etc. 


$ 108. Construcción de las gráficas de funciones 


1? . La gráfica de la función se construye a base de su 
investigación. Para ello es necesario: 

1) determinar el campo de existencia de la función; 

2) hallar los puntos de discontinuidad y determinar 
los límites de la función en estos puntos a la derecha y a la 
izquierda; 

8) encontrar los puntos de máximo y de mínimo; 

4) determinar los intervalos de crecimiento y decreci- 
miento de la función; 

5) hallar los puntos de intlexión; 

6) determinar los intervalos de concavidad hacia arriba 
o hacia abajo de la curva. 

2”. Construir la gráfica de la función y = x3 — 3a? + 4, 

Solució n. Efectuamos la investigación de la función. 

1. Los valores de y son números reales cualesquiera que 
sean los valores de x, es decir, el campo de existencia es 
o <r<+ o. 

2. No existen puntos de discontinuidad, porque un poli- 
nomio con coeficientes constantes es una función continua. 

3. Hallemos el extremo: 


y' = 312 — 62 = 3x- (1—2). 


Los puntos estacionarios son: = 0 y 1= 2, 


Carácter del intervalo Signo de 3x Signo o Signo de y” 
-o<r<0 = — + 
0<r<2 + =- =- 
2<1< 400 + + + 
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La función tiene máximo si x = 0, y mínimo si x = 2; 
Umax = 4, Ymin = 0. 


4. La función crece en los intervalos: —o <zxX<Z0 
y 2<x<-+o0 y decrece en el intervalo 0<x<2. 
5. Hallemos los puntos de inilexión. y” = 6x — 6 se 


anula para x=41. Si z<l, 
y" <0, y si z>!, y” >0. 
Es decir, a la izquierda y a la 
derecha del punto x = 1, la se- 
gunda derivada tiene signos 
diferentes, por lo tanto, r= 1 
es un punto de inflexión. 

6. La curva es cóncava hacia 
abajo en el intervalo —0o0 <zx 
<-+ 1 y cóncava hacia arriba 
en el intervalo +1<zx<-+o00. Fig. 198 

Al inscribir en una tabla los dl 
valores x e y de las coordenadas 
halladas de los puntos de máximo, de mínimo y de infle: 
xión, y algunos valores comprendidos entre ellos, resulta: 


: 1 4 1 1 4 
4 1 3 5 7 
y= ra A co a0 ¡Ea dea 0 [E Er cl BE 


La gráfica de la función está representada en la figura 128. 


CAPITULO IX 


DIFERENCIAL 


$ 109. Comparación de cantidades infinitamente pequeñas 


1%. Formemos una razón con magnitudes infinitamente 
pequeñas, que se aproximen a cero de acuerdo con diversas 
leyes. Por ejemplo, siendo los valores de a = 10; 1; 0,1; 
0,001; etc.; y los valores de f = 1000; 1; 0,001; 0,000001; 
etc. La razón 2 = 100; 1; 0,01; 0,0001. Así pues, la razón 


de magnitudes infinitamente pequeñas es una magnitud 
variable y puede tener un límite finito (igual a cero, como 
en el ejemplo, o distinto de cero) o infinito; asimismo puede 
no existir límite. 

2. Definiciones: 1) f se llama infinitésimo de 


orden superior a a si el límite de la razón q es igual a cero, 


es decir, si lim e 
2) P se llama infinitésimo de orden inferior a a si 


B 


lim+ = 00; 
ol 


3) $ y a se llaman infinitésimos del mismo orden si el 
límite desu razón es un número k, diferente de cero, es decir, si 


lim-É —, donde k40 y k%o0; 
4) P y a se llaman infinitésimos incomparables si no 


existe limite de su razón. 
5) P y a se llaman infinitésimos equivalentes si 


timB 4, 
[es 
3. Ejemplos. 1. En el ejemplo examinado más 
arriba, lim 2 = 0, por lo tanto f es un infinitésimo de 
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orden superior a a y limÉ = 00, por lo que a es un infi- 


nitésimo de orden inferior a f. 
220o0=1l-x y p=1-—a? son infinitésimos para 


A O 
x—>—1. La razón ade paula ld. 
lim = lim (1 + 2) =2. 
Q xt 


Así pues, l—= y 1—x? son infinitésimos de igual 
orden para z= 1. 
3. Comparemos 1—coszconx, para c—0, 


2 sent E sen E 
A 1—.cos x ; . x 
lim 2 = lim ———— = lim -sen=W |= 
x— 0 x>0 z x Ñ -= 2 
2 2 
zx 
a x 
= lim «lim sen =1-0=0 ($ 49, 32 y 86), 
x Pan *x 
¿> 3 370 


es decir, Í—cos x, para r-—>0, es un infinitésimo de orden 
superior a z. 


$ 110. La diferencial de la función 


1%. Según la definicion, 


: y 
haci 42 =P) 
Si Ar—=0, la razón SL es una magnitud variable 


y como toda variable que tiene límite, difiere de su límite 
f' (x) en un infinitésimo, por ejemplo, en «: 


Af (a. 


De aquí se deduce que a un incremento arbitrario Az 
en el punto x le corresponde el incremento de la función 


Ay=f' (2) Ar + 0Ar. 


El producto f' (x) Az es la parte principal del incremento 
de la función y tiene una denominación especial: diferencial 
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de la función. La diferencial de la función y = f (x) se 
designa por el símbolo dy o df (x). 

Definición. Se llama diferencial de una función 
al producto de la derivada f' (a) por el incremento arbitrario 


Ax del argumento l 
dy=f' (x) Az. (1) 


2%. Para obtener el valor de la diferencial de una función 
es necesario conocer dos números: el valor inicial del argu- 
mento x y su incremento Az. 


Ejemplo. Calcular la diferencial de la función y = x? al 
variar el valor del argumento x desde 3 hasta 3,1. 

Solución. dy =f' (2)-Az. 

Hallemos en primer lugar dy para valores arbitrarios de x y Az. 
Como 

f' (1) =(22)'=2x, 
tenemos 
dy=2x-»Azx. 


El valor inicial del argumento es x= 3, y su incremento Az == 
= 3,1 — 3=0,1. Sustituyendo estos valores en la expresión de dy, 


resulta: 
dy=2-3-0,1=0,6. 


3. Sentido geométrico 
de la diferencialde una 
función. Fijemos un cierto va- 
lor x en el campo de definición de 
la función f (x), y tracemos por el 
punto (x=, f(x)) la tangente a la 
gráfica de la función y= f(x) 

Fig. 129 (fig. 129). Las coordenadas de otro 

punto cualquiera de esta tangente 

(por ejemplo, del punto 7) las designaremos por x + Az 

y f (1) + Ay. Con tal notación la ecuación de la tangente 
(fórmula (1) $ 74) se escribe así: 


[f (2) + Ayal —f (2) =9" (2) [(2+-Az) —al, 
de donde 
Aya=f' (x) Az. 


Pero f(x) Az es la diferencial de la función f(x) en el 
punto x. Por consiguiente, 


dy E AY» 


o sea, la diferencial de la función f (x) para un valor dado de 
x es geométricamente el incremento de la ordenada de la tan- 
gente a la gráfica de la función y = Í (x) en el punto x, que 
corresponde al incremento Ax. 

4”. La diferencial dy y el incremento Ay no suelen ser 
iguales entre sí. En la figura 129, dy = PT es menor que 
Ay = PO. Es evidente que dy puede ser mayor que Ay. 
Ocurrirá esto, por ejemplo, si la curva MN es ascendente 
y cóncava hacia abajo. 


5% Ejemplo. Para la función y = z?, al variar x desde 3 
hasta 3,1, el incremento Ay = 2x-Azx + Az? = 2.3-0,1 + 0,1? = 
= (,61. La diferencial dy = 2x-Azx = 2-3-0,1 = 0,6. 

Tomando dy como valor aproximado de Ay, se tiene que: el error 
absoluto de la aproximación es igual a la diferencia Ay — dy = 0,01, 
y el error relativo de la aproximación es la razón: 


Ay—dy 0,04 4 
dy 0,60 60 1,7%. 
Al variar x desde 3 hasta 3,01 el error relativo de la aproxi- 
mación es igual a 
Ay—dy _0,0001_ 1 
dy 0,06 600 


=0,17%. 


6”. La diferencia entre el incremento y la diferencial de 
una función Ay — dy, es un infinitésimo de orden superior 
al incremento del argumento Ax: 

En efecto, 


Ay=f'(1)-Ar+4a-Ax, o Ay = dy +aAr. 
De aquí 
AyaY 


Az y 


y además en este caso a-—>0, si Ar => 0; por eso 
lim 4% — lim a=0. 
Ax—=>0 e Ax—>0 

7”. De lo expuesto se deduce que la diferencial dy de la 
función y = f (x) posee dos propiedades: 

1) dy es proporcional a Áx (dy = kAx, siendo k = y ); 
uo tiende a cero al tender Áx a cero. 

S. Las dimensionesdeladiferencial 
de la función. Si f (rx) es una función concreta, 


2) la razón 
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su diferencial tiene la misma dimensión que la función 
f (x), pues la diferencial es la parte principal del incremento 
de la función f (x). 

Por ejemplo, si x es tiempo, en segundos; f (x), espacio, 
2n metros, recorrido por un punto en movimiento durante 
el tiempo zx, la diferencial df (x) es un número de metros (m). 

La dimensión de la diferencial de una función no coincide 
con la dimensión de la función derivada. Así, en el ejemplo 


mostrado la diferencial es df (a) m y la derivada ena m/seg. 


$ 111. La diferencial del argumento. Forma invariable 
de la diferencial. La derivada como razón 
de diferenciales 


19. Se llama diferencial (dx) del argumento x a su incre- 


mento Az: 
| de=Az, | (1) 


ya que el incremento Ax tiene propiedades de la diferencial: 
1) Az es proporcional a Áz, pues Áz= 1-Az, 
2) la diferencia Ax — Ax = 0 y por eso a daras = 0. 
2”. Sustituyendo en la fórmula (1) el valor Ax por dz, 
se tiene: 


dy=f' (2) de, (111) 


o sea, la diferencial de la función es el producto de su derivada 
por la diferencial del argumento. 

3”, La fórmula (III) posee una excelente propiedad: 
la fórmula dy = f' (x) du subsiste también en el caso de que 
el argumento x sea una función de otro argumento. 

En efecto, si x es función de u, f (x) es función compuesta 
de u, y es preciso calcular dy por medio de la fórmula: 


dy =f;, (x) - Au. 
Pero 
Fi (a) =f2 (2) - 2. ($ 85). 
Por lo que 
dy =f' (x) 2; - Au. 
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Pero como, según la definición, 
x.-Au= dz, 
se tiene 
dy =f' (x) -dz. 

Esta propiedad de la fórmula (111) conservar su forma 
sea x argumento o función otro argumento, se llama invarian- 
cia de la fórmula de la diferencial de una función. Es precisa- 
mente invariante la forma de la diferencial. El contenido 
del símbolo dx en la fórmula (111) puede ser diferente: si 
x es el argumento, dx es Ax, el incremento del argumento; 
si, en cambio, x es función del argumento u, dx es el pro- 
ducto x.,- Au, pero no es el incremento Ax, sino sólo su parte 
principal. 


4% Ejemplo Hállese la diferencial de la función: 


y=Yex—1. 
Solución Según la fórmula (III) 
dy=y'-dz 
Buscamos y”: 
1 e2x 
Y == eP92= + 
2 y er—=4 Y 2x4 
Por lo tanto, 
ds ex.de 
Yyer—=1 ' 
5”. De la fórmula (III) se deduce: 
! _ dy 
Í (1) = da ? 


es decir, la derivada de una función f(x) en el punto x es 
igual a la razón de la diferencial de la función respecto a la 
diferencial del argumento en el punto x. 


$ 112. Aplicación del concepto de diferencial 
a los cáleulos aproximados 


19. La diferencia Ay — dy es un infinitésimo de orden 
superior respecto a Ax, por lo tanto, para valores de Ázx 
suficientemente pequeños 


Ay =dy=f' (12) Az | (IV) 
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Esto significa que para pequenas variaciones del argu- 
mento (a partir del valor inicial de x), la magnitud de la 
variación de la función y = f (x) aproximadamente se puede 
considerar proporcional a la magnitud de la variación del 
argumento; el coeficiente de proporcionalidad es igual al 
valor de la derivada f' (x); la curva y = f (x) en este caso se 
puede sustituir aproximadamente por la tangente a ésta en el 
punto z. 

Como Ay =f (2 + Az) — f (x), sustituyendo en la fór- 
mula (IV) Ay por su expresión, resulta: 


Hr+ Ax) —f (2) = f' (2) Az, 
(24 Az) >= f (2) +f' (2) Az (v) 


2”. Las fórmulas (IV) y (V) dan origen a muchas apli- 
caciones del concepto de la diferencial. Examinaremos 
solamente la aplicación de la diferencial en los cálculos 
aproximados. 

En la práctica, la medición ofrece un valor aproximado 
de la magnitud. Supongamos que x es el valor aproximado 
del argumento, obtenido al medirlo con un error Ax, 
y x + Áx es su valor real. Entonces x determina el valor 
aproximado de la función f (%), y x + Ax determina su 
valor real f (x + An). 

La magnitud absoluta de la diferencia entre el valor 
real y el aproximado se llama error absoluto. El error absolu- 
to del argumento es igual a | Az |, y el error absoluto de la 
función es 


[Ay|=|f(2+ Az) —f (z) |. 


La magnitud absoluta de la razón del error absoluto 
respecto al valor de la magnitud se llama error relativo, 
Al determinar el valor de una función, el error relativo 
es igual a: 

Ea 
y 

La determinación de los errores en las mediciones es uno de los 

problemas transcendentales de la técnica. La solución de este problema 


tiene importancia al realizarse reiteradas mediciones, en las que se 
cometen a menudo errores que se deben a diversas causas, como sucede, 


* 


* Se representa por y el valor aproximado de la función, es decir, 
f(x), tomado con defecto. 
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por ejemplo, en las mediciones geodésicas del terreno. Asimismo tiene 
gran importancia determinar el error en los cálculos, porque el error 
relativo del resultado de la operación (resta, multiplicación, etc.) se 
diferencia del error relativo de las magnitudes con que se opera. 


Para hallar el error relativo de una función es necesario 
en primer lugar encontrar Ay = f(x + Az) —f (x). El 
segundo miembro de la ecuación y = f (x) suele ser una 
expresión matemática complicada, y por eso, para hallar 
Ay hay que realizar hábiles transformaciones en cada caso 
particular. Al mismo tiempo, el valor aproximado de Ay 
(la diferencial de la función dy) puede ser hallado sin gran 
dificultad por medio de las fórmulas examinadas, cualquiera 
que sea la forma de la función. Por lo tanto, el incremento 
Ay se suele sustituir por la diferencial, dy y el error relativo 


Í se toma igual a El , es decir, 
0-12. 0 


3”. Ejemplos..1. Mostremos lo fácil que es determinar la 
diferencia tabular de los logaritmos decimales de los números. La 
diferencia tabular Ay es el incremento del logaritmo decimal 


y =10g 10 x 
al aumentar el número x en l es igual aproximadamente a su 
incremento lineal dy (fórmula IV): 
' dx 1 
Ay = dy = (log ¡9 1) di —Ó 10 * 


Como 


4 
ET 0,43429 y dx=Ax, tendremos 
Ay =0,43429 - == 


Suponiendo que Az=1, z=N, hallaremos que la diferencia 
tabular 


0,43429 
Ay = N 


2. Determinemos el logaritmo del número /NV,, que no figura en 
las tablas y se halla entre dos números sucesivos, Ñ y N +14, que 
figuran en las tablas. 

En la fórmula para el incremento del logaritmo 


Ay =0,43429- 2 
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hacemos: =N, Ar=N¡—N< 41. La corrección Ay al log N se 
determina por medio de la fórmula. 


PA 
AS 0, a 


Este incremento del logaritmo se encuentra en las columnas de 
las diferencias proporcionales. 
El valor aproximado de log N, es (fórmula V): 


0,43429 
N 

3. Determinemos el error relativo al hallar un número por medio 
de su logaritmo. 

Supongamos que el logaritmo dado del número x ha sido tomado 
con el error Ay; por ello, al buscar por medio de él el número zx, se 
admite el error Ax. Así pues, el error relativo del número x es: 

Az 


T 


«(N¿—N). 


log N¿=lo0g N + «(N¡—N) 


De la fórmula 


Ay 22 0,43429 - q 


se tiene: 
Az[_ 13] 
x | 0,43429” 


es decir, al hallar un número por medio de su logaritmo, el error 
relativo es igual a 
| Ay] 


0,43429 


y no depende del valor del número, sino del error con que ha sido 
tomado el logaritmo del número zx. 

Si el logaritmo del número es de cinco cifras, es decir, ha sido 
tomado con la precisión 


1 
|Ay| <-—5 0,0001, 


2 
el error relativo máximo es: 
Ar|_ 1 1 
“x | 0,43429.2-100000 86858 * 


El error absoluto al hallar el número x será igual a: 


A 
Sessa 17) 


De esto se deduce que no se puede considerar exacta la quinta 
cifra del número si éste pasa de 86858 y ha sido hallado en tablas de 
cinco cifras; tampoco será exacta la cuarta cifra si el número pasa de 
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ES 


8686 y ha sido hallado en las tablas de cuatro cifras. Á1 buscar un 
número con las tablas de cinco cifras no se puede garantizar en ningún 
caso la exactitud de la sexta cifra, y al buscar un número con las tablas 
de cuatro cifras no se puede garantizar la exactitud de la quinta cifra 
del número, por lo tanto no tiene sentido buscar, por ejemplo, la 
sexta y la séptima cifras del número con las tablas de cinco cifras 
4 Teorema. El error relativo de un producto no 
supera la suma de los errores relativos de sus factores. 
Demostración. Supongamos y = u-v. Tomando 


logaritmos y hallando la diferencial, se tiene: 


Iiny=Inu-++ Inv; 
dy du du 


pa 1 
== 


' 


y u v 
de donde: 
dy du dv 
AA 
dy : du dv 
Como || es el error relativo del producto y |= > 


son los errores relativos de los factores, queda demostrado 
el teorema. 

5. Teorema. £l error relativo de un cociente no supera 
la suma de los errores relativos del dividendo y el divisor. 


Demostración. Supongamos que y = A. Toman- 
do logaritmos y hallando la diferencial, resulta: 


In y = Inu — ln v; 


de donde: 
d d d 
cia 
Si se busca el error relativo máximo, el signo < se puede 
sustituir por el signo de la igualdad. 


, que era lo que se trataba de demostrar. 


C. ELEMENTOS DEL CALCULO INTEGRAL 


CAPITULO Xx 


INTEGRAL INDEFINIDA 


$ 113. La integración como operación inversa a la 
derivación 


1”. La derivación consiste en hallar la derivada de la 
función dada o diferencial. La integración resuelve el pro- 
blema inverso a la derivación. 

La finalidad de la integración consiste en que dada una 
función f (x) se buscan las funciones de las cuales es derivada 
dicha función. 

Ejemplo. Hállese la función cuya derivada es 2?. 

Solución. Si designamos la función buscada por 
F (x), de acuerdo con la condición tendremos PF” (x) = «? 
y hallaremos fácilmente que 


2 
Fl)=%, porque  F' (1) =E=a2z. 


E a 3 ¿sz paa 
La función obtenida y se Mama función primitiva o 
integral de z?. 
q3 


3 
3 3 
1, —2, etc., las funciones +41; > — 2, etc. son también 


Se observa que si as se la añade un número cualquiera: 


soluciones del problema propuesto, porque la derivada de 
cada una de ellas es igual a a?: 


Ea (Ea) 


De esto se deduce que la función primitiva para zx? no 
es única, sino que existen infinidad de ellas, las cuales 
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3 

T - . 
3,2 la cual se ha añadido 
cierto número constante. Designemos un número constante 
arbitrario por medio de la letra C. Para x?, las primitivas 


serán las funciones de la forma: 


representan una misma función 


q3 
EA 


2. En problemas concretos, la pluralidad de soluciones 
es eliminada mediante alguna condición complementaria. 

Ejemplo. Hállese la función cuya derivada es a?, 
y Cuyo valor es igual a 5 al ser x= 3. 

Solución. La condición complementaria consiste 
aquí en que el valor de la función primitiva, que como se 


sabe es Z+ C, es igual a 5 al ser x = 3. Sustituyendo en 


3 e 
5 + C la x por el número 3, se tiene: 


4 C=5, de donde C=—4. 


Por lo tanto, la función buscada es única: 


q3 


3 


3. En la práctica a menudo es necesario encontrar 
magnitudes por medio de sus derivadas. Veamos algunos 
ejemplos. 

Ejemplo 1. La velocidad de un cuerpo es igual 
a É miseg. en cada instante de tiempo +. Determínese el 
espacio recorrido por el cuerpo durante : segundos, desde 
el principio del movimiento, si hasta ese momento se encon- 
traba el cuerpo en reposo. 

Solución. La velocidad del movimiento en el instan- 
te dado t es la derivada del espacio recorrido respecto al 


A d E 
tiempo, S;- En el caso examinado 


ds _ 
ae: 


Y por lo tanto 
¿3 
s=>3+C. 
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Para determinar el valor de C se tiene en cuenta la 
condición inicial de que antes de empezar el movimiento 
en cuestión, el cuerpo se encontraba en reposo. Esto signi- 
fica que si £ == O, será s = 0. 


Así pues, 0 = + C, de donde C = 0. 
Por lo tanto, el espacio recorrido es: 


s= _ _— 


Ejemplo 2. El coeficiente angular de la tangente en 
cada punto de una curva es igual a 2x. Hállese la ecuación 
de esa curva sabiendo que pasa por el 
punto (2; 7). 

Solución. El coeficiente angular de 
la tangente es la tangente del ángulo for- 
mado por la tangente y el eje Ox, y es igual 


a la derivada de la función y = F (2), cuya 
gráfica es la curva. En el caso dado 
dy 


Y hallamos fácilmente 
y=1324C. 


Esta ecuación determina una infinidad 
de parábolas (fig. 130). Cada una de ellas 
representa la parábola y = a?, desplazada a lo largo del eje 
Oy de tal modo que la ordenada de su vértice es igual a C 
(si x =0, será y = C). En la figura se ha trazado en el 
punto x= una tangente a cada una de las parábolas, 
y además las tangentes son paralelas, porque según la 
condición tienen un mismo coeficiente angular: k = 2x = 
— 2-1 =2, 

Según la hipótesis del problema, la curva buscada pasa 
por el punto (2; 7), por lo tanto, las coordenadas (2; 7) 
satisfacen a la ecuación y = 2? + C. Sustituyendo en dicha 
ecuación las coordenadas x e y por los números 2 y 7, se 
tiene: 


7=224C; C=3. 
La curva buscada liene la ecuación: y = 22 4- 3. 
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$ 114. La integral indefinida como expresión del conjunto 
de las funciones primitivas de la función dada 


17. Definición. Se llama primitiva, o integral, de 
una función a toda función cuya derivada es igual a la función 
dada. 

De este modo, F (x) es la función primitiva, o integral, 
de la función f (x) si 


r(o=f(). (1) 

Cabe preguntar: ¿Tiene función primitiva cualquier 
función? 

En los cursos superiores de análisis se demuestra que 
toda función continua en el segmento la, b] tiene función 
primitiva. 

Más adelante se supone que la función dada f(x) es 
continua. 

2. Teorema. Una función que se diferencia de una 
función derivable en un número arbitrario, tiene la misma 
derivada que ésta. 

En efecto, si D (a) = F (x) + C, en la que C es un núme- 
ro arbitrario y F (x) es una función derivable, se tiene 


DVD (0)="F' (1) 4+C' =F' (x) 


(porque C* = 0), que es lo que se trataba de demostrar. 

3. Corolario. Si F (x) es una función primitiva 
para la función dada f (x), todas las funciones que se obtienen 
añadiendo a F (x) una constante arbitraria C, es decir, 
todas las funciones de la forma F (x) + C, son asimismo 
funciones primitivas para la función dada f (x), porque su 
derivada es también igual a f (x). 

Así pues, para la función continua dada f (x) no existe 
una sola función primitiva, sino infinidad de ellas. 

4. Teorema recíproco. La diferencia entre dos 
funciones primitivas cualesquiera, que tienen una misma deri- 
vada, es constante. 

Demostración. Según la condición, las funciones 
OD (x) y F (x) tienen una misma derivada, f (x): 


DO ()=f (0) y F' (2) =1 (2). 


O (x) y F(x) son funciones derivables, y, por lo tanto, 
su diferencia D(x)—F (x) es también una función deri- 


219 


vable. Designando esta diferencia por medio de la letra y: 
y=0(2)—P (a), 
y tomando su derivada, tenemos 
y =[0 (2) —F (2) =0" (1) —F” (2) =1 (1) —f (2) =0. 


Por lo tanto ($ 96, 1%, la diferencia D(x)—F (x) es 
constante. Designaremos esta diferencia por medio de la 
letra C: 


D(a)—F (a)=C. 


5. Corolario. Si se ha encontrado para la función 
dada f (x) una función primitiva F (x), se obtiene otra fun- 
ción primitiva cualquiera añadiendo a ésta cierta constante C, 
y tendrá la forma F (<) + C. 

Al ser la constante C arbitraria, F (x) + C es la expre- 
sión del conjunto de todas las funciones primitivas para la 
función dada f (x). 

6. Definición. El conjunto de todas las funciones, 
cuyas derivadas son iguales a f (x) se designa por medio del 


símbolo $ f(x) dx y se denomina integral indefinida de la 
función f (x). 
El símbolo $ Í (<) dx se lee: “integral indefinida de 
f (x) du”. 
Según la definición: 
Y 1 (2) da=F (2) -+C. (2) 


En la igualdad (2), el símbolo ¡ se llama signo integral 


y f (x) se denomina función subintegral. Asimismo, f (x) -de 
es la expresión subintegral, FF (x) se llama parte funcional 
de la integral indefinida, y C es la constante arbitraria 
de la integral indefinida. 

7”. Para hallar la integral indefinida de cualquier fun- 
ción es suficiente hallar una sola función primitiva de ella 
y añadir a ésta una constante arbitraria C. 


Ejemplos. 1) $ ada = +0; 2) | 2 dra? 4C, 


3) Ñ cosxdx=senx-+C, puesto que (sen x)' =Cos z. 
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$ 115. Propiedades de la integral indefinida 


4”. De las igualdades F” (2) =f (2) y AO) dr = 
= F (x) + C se deduce que: 


a) Ñ f(x) dr= $e (2) da = $ aF (0), 


Y aP (2) =F (2)+C, 


es decir, la integral de la diferencial de una función es 
igual a esta función más una constante arbitraria. 


») [$7 de] fo) 


o sea, la derivada de la integral indefinida es igual a la 
función subintegral. 


o) aN 12) do=f (2) de; 


es decir, la diferencial de la integral indefinida es igual a la 
expresión subintegral. 

2”. La integral indefinida de una suma algebraica de 
varias funciones es igual a la misma suma algebraica de las 
integrales indefinidas de los sumandos, es decir, por ejemplo: 


Ñ (2—u-+0) dx = Ñ zdr— $ u de Ñ vdz, 


puesto que 


ES (au +0) de] =2—u +» 


[S 2de—Í ude+K ode] =[$ ada] — 
[$ ude] +[$ vde] =2—u-+-». 


3%. El factor constante de' la función subintegral se 
puede sacar fuera del signo de la integral indefinida, es 
decir, si A es una constante, se tiene 


$ 4-H(2) de=A4Á f(x) de, 
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puesto que 


[$ 4-7 (2)de] =4-f(2) 


y 
[4 $ f(2) dz] =4-[ $ f(2) dv] =A-$ (2). 
$ 116. Integración inmediata 
19, 1. Como d (zx + C) = dz, 
Sar=2+C. (1) 
qn+i 
2. Como d (AS +0)= =x" dx, 
5 qn+t 
La fórmula sirve para n ++ — 1; si n = — 1, la expresión 
an+i 


TT Pierde el sentido numérico, ya que el denominador 
se transforma en cero, y la Sion por cero es imposible. 
Como d (In|x|--C) da =E , ($99, 3%, 


ia (3) 


Como d (e? -- €) =e* de, 


y e dae" +C. | (4) 


Como d (+0) =a' dz, 


| y arde EC. (5) 


22, Ejemplos J. Hállese fa 
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Solución. Según la fórmula (2): 


q5+t q6 
5 = NS ES $) 
y 20 EC: 
, E den 
7 5 o 5s 
2. | Vada= | 1" di=73—+C= A 
EU 3 
== ay iO 


3. Hállese Ñ (+1) (2—2) de. 
Solución. Abriendo los paréntesis en la expresión subin- 
tegral, se tiene: 


Ñ (12—2x—2) dz. 


Después de sustituir la integral de la suma por la suma de las 
integrales, resulta 


Y 22 d2— a da— 2dx, 


y en la tercera integral se saca fuera del signo de la inte- 
gral el factor constante 2, con lo que se tiene: 


$ a dr— Ñ xdx—2 | dx. 
Aplicando las fórmulas (2) y (1), resulta: 


' (14-1) (1—2) da=Ñ 22 da Ñ zdi—2 Ñ dr= 


E 


2 
4. Hálleso Y L=2E22 ga, 


Solución. Dividiendo en el numerador cada término por 23, 
se tiene: 


2-22 
Ñ PAS q Ñ (17121724 31273) dr = 


-1 
A E-2 Ñ x2dx43 $ 23dr=1n|x[—2- — “+ 
Tre a 2 3 
+3-—3+0=10 1214 —>3,9 +0- 


3”. Se llama método de integración por descomposición 
al método por medio del cual la integral dada se representa 
en forma de una suma de integrales. Los ejemplos 3 y 4 han 
sido resueltos por el método de descomposición. 


S 117. Integración por sustitución 


Para que la integral dada tenga la forma “tabular“, es 
decir, la forma con que aparece en la tabla de fórmulas 
de integración, se emplea a veces el método de cambio de 
variable, llamado también método o procedimiento de inte- 
gración por sustitución. 

1. Teorema. Supongamos que F (u) es una función 
primitiva para la función f (u). Si el argumento u se sustituye 
por una función del argumento zx 


u=0q (2), 
resulta 


Y £ (0) du=Í Ho (210 (2) de. (1) 


Demostración. Sustituyendo u por la función q (x), 
obtenemos una función compuesta: 


f(u) =f lo (<)1. 


La expresión subintegral f (u) du es la diferencial de la 
función primitiva: 


f (u) du =dF (u) =F' (u) du, 


la fórmula de la diferencial también subsiste en el caso de 
que u sea una función de otro argumento ($ 111, 3>, 


f (u) du="F" (u) du="F" (u) -p” (2) -dz, 
puesto que 
du = de (1) = y” (x) dz. 


Pero según la condición, F' (u) =f (u) =f [p (x)], por lo 
tanto 


f(u) du=f [e (0)1-p” (2) -dz, 
y por consiguiente, 
$10) d=8S Hom: (2): de. 
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2”. En la integración suele aplicarse la igualdad (1) 


expresada en orden contrario: 
| Ho (1-9 (2) de=Ñ £(u) du. 
A, 
3”. Hállese Ñ (2x— 3) 2 da, 
Solución. La función subintegral es una función compuesta. 


Se introduce una nueva variable, suponiendo: 
Q (1) =21—3=u, 


p' (1) dr=2 de=du; da=> du. 


Aplicando estas expresiones en la integral, se tiene: 
3 


1 1 
E PE A O ll 
Os 3)“ dx Su 7 du q yn o E O 
2 
1 + 1 + 
2 _A o. m2 
= qui +0=-3 (22-3)% 40 
o dx 
4?, Hállese Vs 
Solución. Se introduce una nueva variable, suponiendo 
q (1) =3127-5=u; 
de= du, 


p' (1) dr=3-dr=du; 


du 
dx 3 1 du 1 
Ve Ñ u =3f O da 
== ln (8245) 4+0=In 32 F 540. 


¿ z dx 
5, Hállese | TD? . 
Solución. Se supone 22—1=u, Tomando las diferenciales, 


se tiene: 2dx= du, d=+ du. 


dx E 55 
Ñ el ua 2 
1 
== + 
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67. Hállese $ ¿3 de. 

Solución. Con objeto de transformar la integral dada para 
aplicarle la fórmula (4), se supone 3z=w, con lo que se Liene 
di-=— du: 


3 
4 1 1 1 
3x = u, == u [en UL BELO. 
Ve dx fe 3 du gy ed gen el yt + 


7%, Mállese Ñ arX dz. 


Solución. Con objeto de transformar la integral dada para 
aplicarle la fórmula (5), se supone rx==u, con lo que se tiene 


ndx= du, de=— du, 
n 


agnx 


“na 3 O 


u 
Ñ ad au du EN a du da E +0 
n n n 
ES 4 2xdx 
82, Hállese Ñ pr 
Solución. La función Subintegral 2 es fraccionaria; 


se supone que el denominador x2+4+1=u. Tomando de los dos 
miembros de la igualdad las diferenciales, se obtiene el numerador 


21 dx=du; 


SE ma om mc, 


9”. En general, si la función subintegral es fraccionaria, su 
numerador representa la derivada del denominador. 


1 (2) 
VS 


se supone f(x)=u, con lo que se tiene f' (1) dr=du: 


$ f*(2) de=l cn =Inu+C=1n|f(2)] -C. 


f(x) 
10”. Hálleso ¡ ea 
Y212+5 
Solución. En la función fraccionaria —— —— el numera- 


V212+5 
dor x no es, claro está, la derivada del denominador Y/222+5, por 


lo tanto no es necesario poner 2125 igual a u. 
Observando que la derivada de 21? + 5 da 4x, se supone que 
2x2 + 5 = u y se toman las diferenciales de los dos miembros de la 
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igualdad: 4xdx = du. De aquí que xdx = —) du. 


, da 1 _ 
ade 4 A A | yu? A - 
At ll di io a 


11%. Hállese Í Quel ao, 


Solución. La función subintegral está compuesta de dos 
funciones: una función de función (lnx)% y una función simple 


A , d 
A Si se supone que 1n z==u, entonces (1n 1) =u3, y =du, 
Por lo tanto, 


38d 3 1 
Ñ Presa == (ln aya. $ us du==- +C=-7 Un 2)44-C, 


127. Hállese | da, 


Solución. Aquí, e** es una función de función, y x* es una 
función simple. Suponiendo que x% = u, se obtiene e! = gl, que es 
una función simple de la variable u, y diferenciando la igualdad xt = 
= u, resulta x%dz= -7 du. 


En ese caso Y ar! edu $ ev du= z ely C= 


4 ai 
qe +4C. 
13%. He aquí algunos ejemplos en los que se compaginan los 
métodos de integración por descomposición y por sustitución. 
Cuando la función subintegral es una fracción algebraica, a veces 
se separa la parte entera de la función, dividiendo el numerador por 
el denominador de acuerdo con la regla de la división de polinomios. 


a $ 442 4 de 
Por ejemplo: | TT dr= ¡ (2+57,) dx=2 ¡ d+ 
+4 EE; + La primera integral es tabular, y la segunda se cal- 


cula por sustitución: 


21—1=u;, 2dx=du; da du. 


1 
— du 
dx 2 du 
dit 4 371 244 a 2242 E 


=214+2 10 Ju +C0=204210|22-1]+C. 
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14%, Si la función subintegral es un producto, conviene a veces 
transformar uno de los factores sin cambiar su magnitud. 


Por ejemplo: |. VzFTas, Para aplicar la integración por 


sustitución, se suma y resta al primer factor x= la unidad, con lo 
que se obtiene: 


faVipra A (2444) VIF1 dr= 
=| (0410 Va Pids=Ñ (241) ViFTd— 


—=l YH dr= A o 
| | | 


Las dos integrales se calculan por sustitución: 
2+1=u, dr=du. 


3 1 3 
$ (2+1)? as—| (+1)? da= k u? du— | u? du= 
li 2 Yayo hu ya (u—5)4+0=> 
qe (+) Vi+1(3743—5)4+C= 


=5 (041) (322) VEFI4C. 


$ 118. Fórmulas fundamentales de integración 
y ejemplos de su aplicación 


1”. Al resolver los ejemplos del $ 127 introdujimos una 
nueva variable y como función de x y después aplicamos 
las fórmulas de integración. Como tal procedimiento se 
emplea muy a menudo, es conveniente recordar las fór- 
mulas para la variable u, considerando a u como argumento 
o como función de otro argumento, y a du como diferencial 
de u, 

Tabla de las fórmulas fundamentales 


L fur du= E nl, IL. E =Infup+C. 
Da 
ML [due +C. 1. $ du 40. 
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5 
oo 


losudu=senu+C. VI. Ñ senudu= —cosu-+C, 


VII. Ñ na =tgu+C.  VIIL a =— ag uc. 
IX. E cies _—G=arctgu+C. X. rose ul. 
—u 


La validez de estas fórmulas se pone de manifiesto por 
medio de la derivación. 


2%. Veamos algunos ejemplos de aplicación de las fórmulas (V) — 
— (VIID. 
1) | cos dx -dx. 


Solución. Cos5x es una función de función. Para obtener 
una función simple y aplicar la fórmula (V), se supone 5x=u, con 


lo que se tiene cos5r=Cc0su, d1=-- du. 


$ cos dx dx = | L cos udu=+ sen u40=E sen 51 +-C. 


dx E p 
2) $ ron rad Para aplicar la fórmula (VIII), se supone que 


3x=u, con lo que se tiene de=+ du, 


du 1 du 4 1 
Ñ sen? 3x == | senta Ti Be 140 =— 3 ctg 3240, 


3) ye sen (5x2) de. Se supone 51x2=u, con lo que se tiene 


E 


10 


1 1 
% 2 =— == — = 
| x-sen (51%) dz 10 $ sen u du= 10 cosu4-C 


1 2 
=p “os (372) + C. 


4) Ñ sen? x-cos x-dx. Aquí, sen3 x es una función de función, 


y cos x es una función simple. Suponiendo sen z = u, se tiene sen? - = 
= u3, que es una función simple de la variable u. 
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Derivando la igualdad sen x= u, resulta que cos x de = du. 


a 


4 
| sen? cos a dr = $ u3 du=7 poh sent 4 C. 


sen —-dz 
3 . x 
5) IDR Si se supone que 27 008-7-=Uu y se toman 
24-cos G 
de los dos miembros de la igualdad las diferenciales, se tiene: 
4 x X 
—3 Sen-y- dx=du, Sen 3 l1= —3 du, 
Tr 
sen 7 dx 
3 —=-3 Ll 3 1nju/+0= 
2 4008-37 


=—3 1n (2+cos +) +C. 


dx z z 
) ——— , Como sen 1=2 sen-—:00s |, 


sen z 2 2 
$ de $ de 
sena 2sen L cos 
2 2 
Multiplicando el numerador y el denominador del quebrado por 
cos E 
z : 2 S 
cos - y teniendo presente que => 77» Se tiene: 
sen S tg GS 
cos ] de ós 
dz a 2 E de 
Al IT Es 22 
2 sen 5 COS -7 2 sen 5 cos 3 sen 5 2c08 >) 
1 dx 
ño EE 22 
tg 5 2 cos 5 
Se supone que tg =u y se toman de los dos miembros de la 
igualdad las diferenciales: a Por lo tanto: 
2 cos? y 


' : rl E -C=In tg +0. 


te S 2 cos? S 
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Conviene recordar que 


E =1n| e +o. 


7) Ñ E . Esta integral se lleva a la anterior por medio de 


la fórmula cos x=sen (5+=) E 


Suponiendo que JA T=4, se tiene cos -=sen 4; de=du, 


Por lo tanto, 


E m0 eco] (Ee)| vo 


COS T sen u 


Conviene recordar que 


Ea) 


3. Veamos algumos ejemplos de aplicación de las fórmulas 
fundamentales (1X) y (X). 


1) | ——==— la reducimos a la tabular Ñ 


Y 251672 
medio de la sustitución 1622= 2512, 


por 


du 
Yu 
5 
De aquí que: 41=5u, di=-¿ du. 
( dx 5 $ du 0 $ du a 
* Y25=161% 4 J y2—2u2 4 5y1—u2 


> e = . aro onu OL droga 2 YO, 


z y Yi 4 z 5 


puesto que de la igualdad 4x=5u se deduce que => z. 


dz du A 
2) | 37 se reduce a la tabular Ñ 17 por medio de la 
sustitución 322= 5u2, 


De aquí que: z Y 3=u Y5; das. 


$ de V5 du V5 du 1 du 
54-312 q73S 5+5u2 53 | 1+u Vi5 | [qu 


1 1 EN 
= arc tgu4C=-——— arct V 240, 


va V 
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puesto que de la igualdad 2 Y 3=u-YV5 se deduce que u= 
3 
e 
3) | El - 208) se reduce a ¡ 5 por medio de la susti- 
—u 


V3—5x2 vi 


tución 512=3u2, 
De aquí que: x Y 5=u Y/3, dr= a 


' dx Yy3 du EN ART 


E Via y5 
“A f == 7 E aroson / 2140, 


z. 


du. 


puesto que de la igualdad x Y/5=u 1/3 se deduce que 


u= Y ha 
ES 3 JS 


se reduce a la tabular | por medio 


| cos x dx du 
4) O qáq AAA ININ[EP-—— 
Y 2— sen? z Yi 
de la sustitución sen? =2u2. Ñ 

De aquí que: senz=u /2, cos +dr= Y/2. du 


AS Vi 5 -1V2f 


Y2—sentx y 2—2u2 
| q arc sen u—- C =arc sen 
Vi=u 
puesto que de la igualdad sen x=u'Y/2 se deduce que u= 3/3 


1 dx 
44+(mo2 


por medio de la sustitución (In 1)2= 4u2, 


du a 
y2.-y1—u2 
sen z 


a Ú, 
q + 


5) Ñ e se presenta así: Ñ y se reduce 


x (4+1n2 x) 
du 
a la tabular | Ta 


De aquí que: lnxr=2u, E 2 du. 


| 44(n22 2 21 AT | ar 
=L are tg 107 +C="2 arctgln Vi+C. 
2 2 2 
puesto que de la igualdad ln x=2u se deduce que u= m2 
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4%, Es útil conocer las dos fórmulas siguientes: 


du i+u 
7h Es Os | (xo) 
| a =InJu4 YB 1]4C. (XII) 


Examinemos algunos ejemplos para la aplicación de estas fór- 
mulas. 


dx du 
1 ——_— se reduce a la tabular Ñ —_—— 
) j V 412 —.3 Vu 4 


de la sustitución 4x2 = 3u2, 


por medio 


dr= v3 du. 


De aquí que: 21=uY3, 7 


V3u2—3 =p | Ya 


e 


72 
3 4 |20s 
in 1244 VG8=31 +0=>3 In/224 Vid=31 + 


qe V3 
+C—In Vi=> In/224+ 493 ¡+4C, 


(E de YE du 1 


y 
2 2 
4 


puesto que ln Y/3, por ser constante, puede incorporarse a C. 
2) +4 

4x2 —5 

dividiendo cada término del numerador por el denominador: 


Do r+4 x dx dx xdx dx 
] 422 — 5 d2=/ pr ao | 412—5 =/ 412—5 a: 


La primera integral se calcula por medio de la sustitución 


dx se presenta en forma de suma de integrales, 


412—5=u, 8xdr=du, x == du 


zx dx 1 du 4 1 : 
Va +| a =gMmlu] +03 In] 4725/40. 


La segunda integral se reduce a la integral | 
de la sustitución 412= 512, 


du : 
1—q2 Por medio 
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De aquí que: 22=1 V/5, de V3 di. 


2 
( de _V5?_de V5 de 
Boa Vé=me 5-2 Via > 
14 4 +: 1 + Ñ 
=p et 2 és 
215 2 =i aVo laos ij 


1 añ Ama 


puesto que t= 


Finalmente: $ ps de=L 1p | 422 5| ln V3+2 PC 

412 —5 8 e V5—2z 
$ 119. Integración de potencias de sen x, cos x, tg x y ctg x 
En este parágrafo los exponentes se consideran enteros y positivos. 


12, Ñ sen” dz y ¡ cos” zx dx, siendo munnúmero impar. 
e 


Por ejemplo, hállese | sen? z dz. 


Solución. En primer lugar se transforma la función subin- 
tegral: 


sen3 x =sen? x-sen x=(1— cos? 1)-sen == sen 1 —cos? x.sen z, 
con lo que | senta da sen z dr— ' cos? x.sen x- dx. 


La primera integral es tabular y la segunda se calcula por 
sustitución: 


cosr=u, cos2x=u?, sen xdr= —du. 
u3 
Ñ sena da— cos? x sen x dr = —cos 1 + “2 du=—-— 
, cosiz , 
—cos 24 U= 3 —cos + C, 


2. | sen” zx dr y Ñ cos" e dx, siendo m un número par, 


se calculan por medio de las fórmulas trigonométricas ya conocidas: 


1—cosa=2 sent y y 14c0s0a=2c082 > , 
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que se toman así: 


(XIH) Sent PdA 


1 cos 2x 
2 


cos? I= 
2 


(XIV) 


Estas fórmulas rebajan el grado de la potencia de la función. 
Ejemplo 1. Hállese | sen? zx dz. 
Solución. Se aplica la fórmula (XIII): 
| sen? x dr = | 0 Ñ de—+ | cos 2z dz. 
La primera integral es tabular y la segunda se calcula por 
medio de la sustitución 21=u, do du. 


Efectuando la sustitución, resulta: Ñ sen? x d+ Ñ dx ES 


1 1 1 1 
Ñ cos 22 da = ql cos u du =-=5 12-77 sen u+C== 
= +2 som 224 C. 


Ejemplo 2. Calcúlese | costz dz. 


Solución. Se empieza transformando la función costz por 
medio de la fórmula (XIV): 


17cos2xy2 1 ( 
a 


cost r= (cos? 2)2= ( 1+2c0s 2x2 4- cos? 22). 


A cos? 2x se le vuelve a aplicar la fórmula (XIV), con lo que 
se tiene: 
+ cos 22 +7 A Lost FA cos 204 + cos 42 = 
3 
=]+ 005 22 +3 008 ás. 


Así pues, y cost z == Ñ AS Ñ cos 2x cs Ñ cosáx du. 


Suponiendo 2x1 =u, e du, hr=t, d=- dt, se tiene: 
3 1 1 3 1 
EN Ñ d+ | cosu du + 35 Ñ 005 1 di =--24--7 sen u |- 


1 3 1 1 
+3 dia cier E Z sen 21 4-37 Sen 41 4-0. 
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a 


39. | tg” xdz y | ctg” dx se calculan mediante la aplica- 


ción sucesiva de las fórmulas trigonométricas *: 


1 


costa 1. (XVI) 


27= 2= pol 
tg2x 1 (XV) y |ctg2zx Rp 


La transformación persigue la finalidad de obtener integrales 
de la forma: 


dx dx 
Ny, 2 Ra 
ye "osa y Y | id sen? q? 


que se calculan respectivamente por las sustituciones: 


E=b y 

du 
UB T>=Ub) os 
5 ” "Sen2z es 


Ejemplo. Hállese | tg3 x.dz. 
Solución. Transformemos tg3x según la fórmula (XV): 


4 
71) =18 7 y er 


1 sen x 
a il 
cosír cost 


tglr=tgr-tg2x=itgx ( 


Así pues, 
dx sen 2 dz 
3 2 A 
| ER | ad cos? z Ñ cosa ' 


Suponiendo tg x=u, pros ri cosi=t, send = —dt, 


se tiene: 
| tg3 x dr= ¡ udu+ 2 mm 1 4 0= 


=> tg2 x—In|cosx[+4+C. 


* Estas fórmulas resultan de las igualdades: 


1 1 
2 =— —_——. 2 == —— . 
eel cos2 zx” ct sen? y 
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$ 120. (Va ==? de 


Calculemos Ñ Va—e dr. Suponiendo x= a-senq, se 
tiene: 


1?= a?*.sen? q, dr=a-cos p de, 
Ñ Va—e dr= Ñ Va? —a?.sen? p-a-cos p dy = 
= q? Ñ V1I—seni p-cos p dp= a? S cos? q - dq = 
=0% 1 44008% dp a S da Ñ cos 2p-dp == 
=L ap +4 a? sen 29 +C. 
Ñ cos 2 -dp ha sido calculada por medio de las sustitu- 


ciones 2p=1, dp=<H dt. 
Hallemos los valores de q y sen 2p. 
Como 2=a-sen q, senp=Z, y p=arcsen—. 


sen 2p = 2 sen p-cos p =2 sen y V 1—sen? p= 
X 4 xa 2x A 
=2./ 1 E -FV aa 


Los valores hallados p = arc sen - y sen 2q = = Va—x 
se colocan dentro del signo de la integral: 


(Vas NS 


de aquí que 


| $ Vd ataresen Er Va 0 
(XVID 
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Para recordar esta fórmula se representan geométrica- 
mente sus términos: el primer término de la fórmula 


Fig. 131 


La a zx 1 2 z 
y Y arcsen -—- ==> a%p es el área 
del sector AOB (fig. 131) de radio a 
y arco «q; el segundo término 
a x Y a?— a? es el área de un trián- 
gulo cuya hipotenusa es igual a a, y 
el cateto opuesto al ángulo «p es 
igual a x. 


$ 121. Integración por partes 


17. El diferencial del 
producto de dos fun- 


ciones u(x). v(x) abreviado, uv. Apliquemos 
la fórmula (III) del capítulo IX: 


d (uv) = (uv) da = (vu' uv”) de =vu' de -+-uv' de. 


Ya que 


u' dx=u' (1) de= du y v de=v' (x) de= do, 


entonces 


d (uv) =v du -| u dv. | 


2%, Fórmula de integración por partes. 
Tomemos la integral del diferencial del producto: 


$ duo) 4 v du u do, 


Oy 


u= v du + Y u do. 


De aquí hallamos que 


Ñ udo=uw—Ñ vdu. 


(XVII) 


La fórmula obtenida (XVIII) se llama fórmula de integración 


por partes, 
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3", Ejemplos: 1. Hallar | ln z dz. 
Solución. Apliquemos la fórmula de integración por partes. 


. z dx zo 
Supongamos que: u=1n x, dv=dx; entonces du=- 5 v=zx, En 


realidad, Ñ dv=x-+c, pero, para hallar la integral (indeterminada) 


indefinida | In z dz, es suficiente hallar una función primitiva 


cualquiera, cuya derivada sea ignal a lnzx ($ 114, 7%). Por eso 
dv se puede considerar igual a v. 
De este iodo, según la fórmula (XVIID: 


f Inzda=xIn2 (+2 Ima | da=z In2—2 +0. 


2. Hallar Ñ x-sen z dí. 
Solución. Supongamos: u=x, dv==sen x dx. De aquí 
du=dx, v= —COS 1; 


Ñ zx senzdr=—2z cos | (—cCos 1) de= —zx 008 24- 


+ $ cos z dr= —uxcos x +sen 1+4+C. 


3. Hallar | arccos x dz, 


Solución. Se suponga que: u=arccos 1, dvu=dx. Entonces 


Ñ aro cos 7 de= arc cos al VYiZA' 
i—u 


La segunda integral se halla, por medio de la sustitución 


1—al=t, —2xdr=dt, adi=— dt. 
Se obtiene: 
1 1 
| FE =$ 2 a=-—t24C=-YI=24C; 
Viga 2 


Ñ arc cos dr=xarccos2— Y [—22 4C. 
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4%. Ejemplos, en los que se debe integrar 
por partes varias veces. 


4) Hallar | x2cos x dz. 
Solución. Se supone que: u=x2, dv=c0s 1 dz. Entonces 


du=2x dx, v=Senx; 


| 22 c0s x dr = x? sen r-—2 Y = sen z de. 


x sen x dx se halla por medio de la integración por partes (véase 


el ejemplo 2) y es igual a —x=cosx<-+senx+C. 
Por lo tanto, 


$ 12 cos dr =x? sen x-+2 (7 cos —sen 1) 4-C, 


5) Hallar Ñ x3e* de, 
Solución. Supongamos que: u=x3, dv=e* dz, Entonces 


du=312 dx, v=e*; 
$ 230% da = x3e* -—3 ' alex dr, 
Ahora se supone que: u¿=22, dv =e* dx, y se obtiene: 
duy =2x dx, v=e*; 
| x2e% de = alex -—2 Ñ xe* de, 
Y si ug=x, dv=e* dx, resulta: 
dug=dx, v=e*; 
Ñ zer dr=xer— Ñ erdr=xer—er4C, 


Por eso, 


Y ade dx = x3ex — 3a20% y 6xer —6e% 4 C = (123— 3124-62 —6) er J-C, 


5. Ejemplos,enloscualeslaintegra- 
ción porpartesconducealaigualación 
respecto a la integral dada. 


6) Hallar | cos? zx dx. 


Solución. La integral dada puede hallarse disminuyendo 
la potencia de cos= por medio de la aplicación de la formula 
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_ 1 cos2x 


cos? === » Pero la hallaremos por integración por partes. 
Supongamos que: u=cos x, de=c0s e dz. Entonces du=—Sen z dx, 
v=8SEen £; 


Ñ cos? x dr=sen z cos + $ sen? x dz, 
Sustituyendo sen? zx por 1—ceos? r, resulta: 


S cos? x dr=sen :cosr=+ Ñ (f—cosi x) dr=sen cosa r— 
| cos2 x dz. 


Obtenemos una ecuación respecto a $ costzdx y hallamos de 


ella que 


2 $ cos? r dr=sen cose Lr+C€ y 


¡ cost o dz= (son cos 2-42) +0=- (sen 21420) + C. 
7) Hallar | Va—al de. 


Solución. Supongamos que: u= Y/a2— 22, dv=dx. Entonces 


zdx 


pa Vaz ”* 


A a — e dx 
—a22 dr= 2 DA 
Ñ Vazadri=2 Yale ' VEA" 


En el numerador de la segunda integral a x2 se le añade + a? 
y se obtiene: 


du= V= E; 


r 


— y? 2— 2) — al A 2 
A sra a RE Y q er ¡A A 


yaa Y al—a3 
| Y a—a dr=x vial VA de 02 | de 


Ya2—22' 


Vaz” 


Obtengamos una ecuación respecto a la integral dada. Halla. 
mos que 


2N Y 22— 22 dex Y a—A4 00 VA=3 
al—a 
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La última integral se reduce a una tabular por medio de la 
sustitución 
22=a812, a—al=a?—a2=a? (1—1?), 


Ya — aV1 12, de=adt; 


dx a dt z E 
al $ =a? | =a? arc sen ¿-C =a8 are sen —4-C, 
Y a2— gl a Yi a 


Por lo tanto, 


Ñ Y a—a? de= . Ya a+ y a? arc sen —+0. 


6. Observación. Al integrar por partes surge el 
problema: qué tomar en la expresión subintegral como u 
y qué sustituir por dv. Sin duda, es necesario sustituir por 
dv aquella diferencial para la cual es conocida la integral, 
o ésta puede hallarse. 

Pero a veces, se pueden tomar como dv ambas funciones 
de la expresión subintegral. En -ambos casos v se puede ha- 


Mar. Por ejemplo, en Ñ a? cos a dx, si dv = a? dx, entonces 
3 
T . . » . . 
V= 7, y si dv = cos adx, v = sen x. ¿Qué consideración 
es necesario tener en cuenta? 

La diferenciación, en una serie de casos, simplifica la 
expresión, es decir, las derivadas de algunas funcionés 
trascendentes (la logarítmica, las circulares inversas) son 
algebraicas. Por lo tanto, en las integrales: 


Ñ M (2) ln x dz, X M (x) arc sen x dz, Ñ M (<) arc tg x,dx, 


donde M (x) es un polinomio respecto a x, es necesario 
sustituir por u la función trascendente, y M (x) dx: por dv. 
En las integrales, por ejemplo: 


Ñ M (2) e* dz, Ñ M (x) sen x dx, Ñ M (x) cos x de, 
hay que tomar M (x) por u y e* dx, sen x dx, cos ada por dv. 


$ 122. Observación 


Al terminar el capítulo acerca de la integral indefinida, 
volvemos a señalar que una de las finalidades del cálculo 
integral consiste en hallar la función primitiva por medio 
de la derivada dada f (x), y que si la función dada f (x) 
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es continua en el segmento a < x< b, existe para ella 
función primitiva. Pero si cada función continua f (xr) tiene 
función primitiva, ¿puede hallarse esta función primitiva? 

El análisis contesta así a esta pregunta: no todas las 
integrales indefinidas pueden expresarse por medio de 
funciones algebraicas, trigonométricas, circulares inversas, 
logarítmicas y exponenciales como resultado de las opera- 
ciones elementales realizadas con ellas. 


Por ejemplo, ¡ E, pes dx, $ sen (12) dz, Ñ cos (2?) dx, 


er sen zx cos zx 
(E dz, E dx, (E da no pueden ser calculadas 


como resultado de las operaciones matemáticas elemen- 
tales. Los valores de estas integrales pueden ser hallados 
con la aproximación que se desee por medio de métodos 
especiales. 

El cálculo integral enseña el procedimiento para cal- 
cular integrales de algunas funciones, aunque, en realidad, 
éstas son bastante numerosas. 

De los métodos de integración existentes, hemos exami- 
nado únicamente los más sencillos, aplicándolos, además, 
a funciones muy elementales. 


CAPITULO XI 


LA INTEGRAL DEFINIDA Y SU APLICACION 


$ 123. La integral definida como valor de la magnitud 
de variación de la función primitiva 


Examinemos la manera de hallar la magnitud de la 
variación de una función f(x) por medio de su derivada 
f (x) al variar el valor del argumento x desde x = a hasta 
x = b. Supongamos que la función f (x) es continua en el 
segmento la, bl, siendo a < b. 

1. Teorema. Al variar el argumento x desde x= a 
hasta x = b, cada una de las funciones primitivas de la función 
Í (x) tiene un mismo incremento. 

Demostración. De las numerosas funciones pri- 
mitivas tomamos dos funciones primitivas cualesquiera 
cuya derivada sea f (x) y las designamos por F (x) y O (x). 
La diferencia entre sus valores es cierto número C. 


F()—0(2)=C, 
y por lo tanto, 
F (2) =0 (2) 4+-C. 
Determinemos los valores de estas dos funciones pri- 
mitivas, para r=b y x=4. 
Si z=b F (b)=0 (b) +C, 
si r=a F (a) =0 (a) +-C. 
Restando de la primera igualdad la segunda, se tiene: 
F (0) —F (a) =0 (b) — 0 (a), 


que era lo que se trataba de demostrar. 
22.Definición. La diferencia F (b) — F (a), que 
es el valor del incremento de cualquier función primitiva de 
la función dada f (x) al variar el argumento x desde a hasta b, 
se llama integral definida de la función f (x) entre los límites 
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a y b y se indica por medio de: 
d 


ÑF (2) dz. 


a 


Los números a y b se llaman respectivamente límite 
interior y superior de la integral definida. Es evidente que 
los números a y b no son “límites” de ninguna clase, según 
el concepto que tenemos del término “límite”; tales números 
son los límites del campo de variación de x que examinamos. 

1) 


La notación Ñ Í (c) dí se lee: “integral definida desde 


a hasta b de f (2) de”. Según la definición: 


b 


$ Fa) dx=F (b) —F (a). (XIX) 


a 


Esta fórmula se denomina fórmula de Leibniz — Newton 
(regla de Barrow). 

3”. Regla. Para calcular una integral definida es 
suficiente: 

1) calcular la integral indefinida de la función dada; 

2) tomar la parte funcional de la integral indefinida y 
sustituir en ella la x en primer lugar por el límite superior b, 
y luego, por el limite inferior a, y del primer resultado de la 
sustitución, restar el segundo. 

La segunda operación se expresa por medio del símbolo 


b bd 
[F (2), o F (2) lo LE (o. 


En todos los casos se lee: “el valor F' (x) en la sustitución 
d 


desde a hasta b”. Nos serviremos del símbolo |7 (a). 


a 
La regla del cálculo de la integral definida se escribe 
simbólicamente así: 


b d 


WAS) de=|F (a) =F (b) —F (a) (XIXa) 


a a 
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Hay que tener presente que en esta fórmula la función 
db 


f (x=) se encuentra dentro del signo de la integral ($ ) y que 


a 
la función primitiva F (x), que es la parte funcional de la 
integral indefinida, se encuentra dentro del signo de la 


d 
sustitución (|). 
mi 2 
Ejemplo. Para calcular Ñ aó dx: 


1 
1) hallamos la integral indefinida Ñ x* de == Ea 


4 4 
2) la parte funcional es E, el valor de Zen la sustitución 


4 
desde 1 hasta 2: 
1 
E E 
TE 4 4 4 E” 
2 


4% Ejemplos: 1. El coeficiente angular de la tangente en 
cada punto de una curva es igual a 2x. Véase en cuánto cambia la 
ordenada de un punto de esta curva al variar la 
abscisa desde 2 hasta 3. 

Solución. Según la condición: 


Por lo tanto, la ordenada y es una función 
primitiva para 2z: 


y= Ñ 2x dx, 
O 
y=x24C, 
] En la figura 132 están representadas estas 
Fig. 132 curvas para los diferentes valores de C: —3, 
0, +3 


Al variar x desde 2 hasta 3, la ordenada y varía en una magnitud 
3 


igual a | 2 dx. 
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En la figura 132, este incremento de la ordenada, igual a 5, está 
señalado en las diversas curvas: y = 22 3 y =x2%, y = 22 4 3. 

2. Determínese el espacio recorrido por un punto material durante 
el tiempo desde t = 3 minutos hasta ¿ = 9 minutos, si la velocidad 
del movimiento del punto en cada instante £ es ¿2 m/min. 

Solución. La velocidad del movimiento en cada instante 


es la derivada del espacio recorrido respecto al tiempo a Según la 


condición: 
ds 


—=i2 
dt 


Supongamos que s es una función primitiva para ¿?. El valor del 
espacio s tecorrido desde ¿ = 3 minutos hasta ¿ = 9 minutos es una 
magnitud en la cual varía la función primitiva de ¿? al variar el argu- 

9 9 


mento + desde 3 hasta 9, y es iguala Ñ 12 dt. Calculemos Ñ dt. 


e. 


3 
¿3 

1) na +0, 

. ls 93 33 

t 
2 == —— == —— ——= 243-9= 

2 fuer E q 2489234. 

3 3 


Por lo tanto, s == 234 metros. 

3. La capacidad calorífica de 1 kilogramo de agua varía según 
la temperatura + de acuerdo con la ley: f(t) = 4 + 0,00004£ + 
+ 0,0000009:2. Determínese la cantidad de calor que se consume para 
elevar la temperatura de 1m3 de agua desde 10” hasta 60%, 

Solución. Para 1im* de agua, la capacidad calorífica 


$ (+) =1000 + 0,042 + 0,0009:2. 
La capacidad calorífica es la derivada de la cantidad de calor 


respecto a la temperatura me 


di 
dQ 
Gr =10004- 0,042 +-0,0009:2. 


Para la función dada f (t), la cantidad de calor Q es una función 
primitiva En el problema es necesario saber en cuánto varía ésta 
al variar t desde 10” hasta 607, es decir, se trata de calcular la integral 
definida 

60 


$ (1000 + 0,042 4- 0,000922) d£. 
10 
Calculemos la integral indefinida: 


Ñ (1000+-0,041 4+-0,000922) di == 1000£ 40,021? | 0,000323 + € 
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y su valor en la sustitución desde 10 hasta 60: 
60 
(10002 +-0,0222 + 0,0003£3) =(60000 +72 + 64,8) — 
10 
— (10000 + 2-+- 0,3) = 50134,5. 


Asi pues, para calentar 1m3 de agua desde 10” hasta 60% se con- 
sumen 50 134,5 calorías-kilogramo. 


$ 124. La integral definida como función 


bd 
1. En la integral definida $ f(x) de=F (bd) —F (a, 


a 
los límites a y b son en realidad ciertos valores determinados 
de x, además son tales que la función dada f (x) es continua 
en el segmento la, bl. Manteniendo invariable el límite 
inferior a, consideramos variable el superior b, designándolo 
por medio de la letra z. 
En este caso, la integral definida toma la forma: 


$ f(x) dr=PF (2) —F (a). 


Como a cada valor de x corresponde cierto número deter- 
minado, el valor de la diferencia F' (x) — F (a), la integral 
x 


definida $ f(x) dx es una función de su límite superior. 


2 De las muchísimas funciones primitivas F (x) + C, 
cuya derivada es f(x), buscamos aquella que es igual 
a cero al ser x= a. 

Sustituyendo en F (x) + C la zx por el número a, obte- 
nemos: 

F (a) 4+C=0, 
C=—F(a). 

De aquí se deduce que la función primitiva buscada es 

F (2) —F (a). Pero 


F (2) —F(a)=l 1(0) dz. 


a 
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x 


Por lo tanto, la integral definida S f(x) dx es la función 


a 
primitiva particular de f (x), que se anula para x = a. 
3. Correlación entre las integrales defi- 
*x 


nida e indefinida. Como $ f(x) dx es una función 


a 
primitiva particular de f(x), precisamente la que se anula 
para z=a, cualquier otra función primitiva se diferencia 
de ella en una constante C. Es decir, la integral indefi- 
nida se diferencia de la definida en una constante arbi- 
traria C, 


Sark dry 0 


$ 125. Significado geométrico de la integral definida 


1%. En la figura 133 está representada gráficamente una 
función continua positiva y = f (x). Tomemos en esta curva 
y = f (x) dos puntos A y M y supongamos que Á está in- 
móvil, y que el punto M 
es móvil. De acuerdo con 
esto, las coordenadas del 
punto A son constantes la, 
f (a)l, y las del punto M 
son variables (x, y). A cada 
valor determinado de zx co- 
rresponde un área determi- 
nada S del trapecio curvi- 
líneo A¿¡AMM, limitado por Q 
el arco 4M, el eje Ox y por 
las ordenadas A,¡A y MM 
de los puntos A y M. Por Fig. 133 
eso, el área S es función de x, 
función positiva, porque todos los valores de S son positivos. 

Mostremos que S es función, primitiva para la función 
dada f (x). Para eso se halla la derivada de S respecto a z. 
Fijemos el valor de x e incrementémosle en Ax. En este caso, 
el área S experimentará un incremento AS, igual al área 
de la figura M¿¡MNN,. 

Supongamos que la función y = f (x) crece unas veces 
y decrece otras. En el intervalo MN, de variación de Az 
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L 


S 


EQ 


existirán la ordenada menor B,B y la mayor C,C (8 105); 
tomémoslas como alturas de los rectángulos. M¡KK,¡N, 
y M,¡LL,¡N, con la base Áx. Resulta: 


el área M¡KK¡N,<AS <área MiLLN,, 


porque la primera figura es parte de la segunda, y la se- 
gunda es parte de la tercera. 

Pero el área M,KEN, = Ax -B,B, y el área MiLLN, = 
= Ax-C,C, por lo tanto 


Azr-BIB<SAS=< Ax.C,/C. 
Dividiendo estas desigualdades por Ax, se tiene: 
AS 
B,B A C,C. 


Hagamos que Ax tienda a cero. Si Ax —> 0, las ordenadas 
variables B,B y C,C, debido a la continuidad de la curva, 
tienen como límite la ordenada constante M,M = y. Por 
eso ($ 58) 


. AS 
lim — =M,¡M = 
Ax—>0 Az h de 
Ó 
as 
a 


es decir, la derivada del área S respecto a la abscisa x es 
igual a la ordenada y de la curva en el punto zx. 
Pero como y=f(x), 


=1/(a). 


De aquí se deduce que el área S es una función, primitiva 
para la función dada f (x). 

El área A,AMM, es la función primitiva de f (x), que 
se anula para x = a. En efecto, si el punto móvil M4 coincide 
con el punto constante A, es decir, resulta que x = a, el 
área A¡AMM, S se transforma en cero. Por eso ($ 124). 


x 


s=Í f(x) az. 


a 


Para obtener el valor del área A¡A4B"b (fig. 138), si- 
tuada entre las ordenadas x=a y x=b, es suficiente 
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sustituir x por sú valor dado b, con lo que se tiene 


pan Ñ f(x) da (XX) 


a 


Hemos obtenido el siguiente significado geomé- 
trico de la integral definida: la integral definida 
b 


Ñ f(x) dx de una función positiva continua f (x) es igual al 


a 
valor del área comprendida entre 3 


la línea y=f (x), el eje Ox y las 
dos ordenadas x =a y x= b 


2”, Ejemplo. Calcúlese el área 
limitada por la línea y = x?, el eje 0 
Ox y las ordenadas =1 y x=2 12 añ 
(fig. 124). 
Solución. Fórmula funda- 
mental: el área 


S=Y y-dz. 


Fig. 134 


ado 


según la condición: y=x?, a=1, b=2. Por eso 


$ 126. Suplementos 


1%. En el párrafo anterior se ha demostrado que el área 
limitada por la línea y = f (x), por las ordenadas de dos de 
sus puntos a y b y por el eje Ox es una función, primitiva 
para f (1), si en el segmento a <x<b f (x) es positiva, 
f (1) > 0, es decir, si la línea y = f (x) se encuentra situada 
en el semiplano superior con respecto al eje Ox. Esto es 
también cierto en el caso de que f (x) sea negativa en el 
segmento la, bl, f (2) <0, o sea, la línea y = f (x) se encuen- 
tra situada en el semiplano inferior con respecto al eje Ox 

Si la función tiene valores negativos, para obtener la 
expresión de $ del área limitada por la línea y = f (x), por 
el eje Ox y por las ordenadas z = a y z= b (fig. 135), se 
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pueden repetir los razonamientos anteriores, con la única 
particularidad de que al valor del área, situada debajo del 
eje Ox, es necesario ponerle el signo negativo, porque las 


Fig. 136 


ordenadas de los puntos de la curva son negativas, es decir, 
d 
AS 
b 
y el valor de $ Íf (x) de es negativo. 


Si en el segmento la, bl la curva y = f (x) corta al eje 
b 


Ox (fig. 136), $ Íf (x) du es igual a la suma algebraica de las 
áreas Sy y S,; además, el área situada 
encima del eje Ox se toma con signo 
más y la que se halla debajo del eje 
Ox, con signo menos. 

Conociendo el significado geomé- 
trico de la integral definida, se puede 
calcular el área limitada entre la 
curva y =f (zx), el eje Ox y las 
ordenadas r=a y =b. Pero hay 
que recordar que el área es un número 
positivo, y para obtenerla, si una 
parte de la figura se encuentra situada 
debajo del eje Ox y la otra parte encima, hay que hallar la 
suma de las magnitudes absolutas de las integrales Si y Sy 
(fig. 136). 


Ejemplo. Calcúlese el área limitada por una onda de la sinu- 
soide y = sen zx y el eje Ox (fig. 137). 
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Solución. Una parte del área (0 <xr <x) se encuentra 


encima del eje Ox, y la otra (1 < x < 21), debajo de dicho eje. Estas 
áreas se calculan por separado: 


Tí Tí 
la primera parte S/= Ñ sen x dr= | —C08 == — COS MT |- 
0 0 
+c0s 0=1-+1=2, 
2x 21 
la segunda parte S2= Ñ sen < dxi= | — (051= 
xr Tí 
= —-c0s 211 4- cos n= —1—41 =-—2, 


Toda el área s=|s | +1|s.]=2+2=4 
Resultará un absurdo si por no prestar atención a la situación 


del área respecto al eje Ox se calcula la integral en los límites desde O 
a 21. 


En efecto, se obtiene: 
2x 251 


s=N sen <dr= | —cos r= -- 21 + cos0 0, 
0 


$ 127. La integral definida como límite de la suma 


1. En los cursos superiores de análisis se demuestra 
el teorema de la existencia de la integral definida. El contenido 
de este teorema consiste en lo siguiente. 


¿ 
Xy 
la 
1 


1. La función y =f(x) es continua en el segmento 
la, bl. Dividamos el segmento la, bl por medio de puntos 
en n segmentos (es indiferente que sean iguales o desiguales), 
designemos las abscisas de los puntos por (fig. 138): 

LI, =4M, Za La .<.s Thy...» Tasis Siendo 11 <2t< 
IGBGXZ.. <Á Tart = db. 
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Designemos las longitudes de los segmentos obtenidos 
por medio de Azx,, Ata, ..., Azp, ..., AZ», así pues, 


Az, =1¿—%1, ÁL¿=3— Lo, +...) AZ = Thai — Thy -... 


Az. = Yn+1 — Tn. 


2. En cada uno de los segmentos obtenidos lx;, xa,,] se 
toma un punto arbitrario Ex, 4 < En < Lay, y se calcula 
el valor de la función en este punto f (Er). 

3. Hallemos el producto de este valor de la función 
f (E,) por la longitnd del segmento Ax): 


Í (En) - Arz. 


4. Se suman todos los productos obtenidos: 


Í (E1) Az, +1 (82) Amy... + (En) Aza + ... +1 (En) Az, = 
b 
= Y 1() Az. 


D 
En el símbolo » f (E) Az la letra Y significa la “suma” 


y f (E) Az indica que todos los sumandos son del mismo tipo: 

el producto de f (E) por Az, a y bd son el límite izquierdo 

y derecho del segmento en el que se efectúan las operaciones 
[7 


de la suma. La suma formada de este modo )) f (E) Az 


se llama suma integral. Es evidente que se puede formar una 
suma integral mediante infinidad de procedimientos. Esto 
depende del procedimiento de división del segmento la, b] 
en n segmentos y de cómo se tomen los puntos E. 

5. Consideremos que el número de partes n es variable 
y que se emplea tal procedimiento de división del segmento 
la, bl, que para cualquier número positivo dado Ó, comen- 
zando desde cierto valor n, se cumplen las desigualdades: 


Azx,< 58, Az 6, ..., AX <Ó, ..., Alp < 6. 
Es decir, todas Az > 0. Además, el número de segmentos 
n se hace mayor que cualquier número positivo N = E , 


o sea, n-> 00. Cada producto f (E,)-Ax, resulta en este 
caso una magnitud infinitamente pequeña, como producto 
de la magnitud acotada f (Ex) por el infinitésimo Az, 
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b 
y e f (E) Az se convierte en una suma cuyo número de 


a 
sumandos infinitésimos crece indefinidamente. En el teore- 
ma de existencia de la integral definida se demuestra que 


esta suma tiene límite. Este límite es la integral definida 
D 


Ñ Í (x) de, es decir, 


ñ db D 
lim 3/34: 1 1(0 da 


2”. Mustremos este teorema. AB (fig. 139) es la gráfica 
de la función y = Í (x), que es continua, positiva y creciente 
en el segmento la, b]. Dividamos el sermento la, bl enn 


f(w-f() 


partes (es indiferente que sean iguales o desiguales). Como 
punto E; se toma en cada uno de los n segmentos su extremo 
izquierdo, es decir, x;, 


F (En) =f (24) = Yn, 
y el producto 


Í (Ex) E Az» = f (21) * Aza, 


es igual al área del rectángulo, cuya base es el segmento 
Az, y la altura es la ordenada f (x,) de su extremo izquier- 
do. La suma integral: 


21 Ar=23/(2) A2, 
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representa el valor del área de la figura escalonada 
aAM¡M,M;M, ... M,b, que se forma por medio de estos 
rectángulos, sobre el segmento la, bl. 
El área del trapecio curvilíneo aABb es igual a la suma 
b 


de las áreas de los rectángulos, ») f (x) Ax, más la suma 


a 
de las áreas de los triángulos curvilíneos. Las áreas de estos 
triángulos aparecen rasgueadas en la figura 139. Designemos 
la suma de las áreas de los triángulos curvilíneos por medio 
de la letra o. Entonces 


b 
S=)Y f(2)-Ar+o. 
b 
La suma >) f (x) Az de las áreas de los rectángulos, al 


tender Áx a cero, es una magnitud variable, acotada, porque 
nunca se hará mayor que el área del rectángulo de base 
ab y de altura igual a la ordenada mayor bB, y no es una 
magnitud infinitésima, porque no puede ser menor que el 
área del rectángulo de la misma base ab y altura igual a 04. 

Veamos cómo la suma o de las áreas de los triángulos 
curvilíneos, cuando Áx > 0, es una magnitud infinitésima. 

Ocupémonos de un número determinado de divisiones. 
Los segmentos Ax pueden ser de diferente longitud (algunos 
pueden ser iguales) y entre ellos habrá, siquiera uno, que 
será el mayor (en la figura 139 hay dos Az mayores), que 
designatemos con el símbolo Axy. Coloquemos en el eje 
Ox, empezando desde el origen O, un segmento igual a Afyr, 
y construyamos en él, empleándolo de base, el rectángulo 
OB,CE, cuya altura sea igual a ¿B. De los puntos A, M,, 
Ma... B de la curva dada bajamos perpendiculares al 
eje Oy y trasladamos, siguiendo estas perpendiculares, los 
carlos curvilíneos AM,M,, M,M,M, . de tal modo 
que sus vértices A, M,, Ma 086 encuentren en el eje Oy. 
En este caso, todos los triángulos curvilíneos se colocan sin 
superponerse, dentro del rectángulo A,B,CD, cuya base 
es Aly, y su altura es f (b) — f (a). 

Una parte de la superficie del rectángulo 4,B,CD queda 
sin cubrir por las áreas de los triángulos curvilíneos. Por 
eso, la suma o de las áreas de los triángulos curvilíneos es 
menor que el área del rectángulo A4,B,CD, o sea, 


o<I[f(h)=f (a)1:Atyz. 
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La desigualdad obtenida se cumple para cada valor de 
n mientras se emplee el método de división de la, b] en 
segmentos, indicado en el teorema, y como en este caso todos 
los Ax (incluido Ax) se hacen magnitudes infinitésimas, 
también el producto de la constante f (b) — f (a) por la 
infinitésima Ax, resulta una magnitud infinitésima. Si 
If (0) — f (a)1 Azy < e, entonces O < e, es decir, también 
o €s una magnitud infinitésima, que era lo que se trataba de 
demostrar. La igualdad 


1) 
s=>/(0)-Ar+0 


b 
significa que la constante S es igual a la variable D) f (1)- Az 
a 


más la infinitésima o. Por lo tanto ($ 51) 


lim NS 


Ax>0 a 


Pero ($ 125, fórmula XX) 


19) 
S= $ f(x) dz. 
En consecuencia 
d b 
lim Y f(2)-Az= Ñ Ha): de (XXI) 
Ax>0 


3”. Lo expuesto en el primer teorema es cierto para 
cualquier función continua f(x), creciente o decreciente, 
o creciente en unos intervalos de variación del argumento 
y decreciente en otros, siendo indiferente si sus valores son 
positivos o son negativos. 


$ 128. Propiedades de la integral definida 


bd 
Considerando la integral definida $ f (a) de como 


a 
el límite de una suma de sumandos infinitésimos 
f(x)-Ax (Az =>0), siendo ilimitadamente creciente el 
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número de ellos, demostremos las propiedades de la integral 
definida. 

1. La integral definida de la suma algebraica de varias 
funciones es igual a la misma suma algebraica de las integrales 
definidas de los sumandos. 

En efecto, por ejemplo: 

5 b 
YU (O +e(—+P(1d= lim N 1()+0()- 


a 
d d 


— Ar= lim A j Ax — 
var jun, Di(gac+ jm oia 
b b D D 

— lim S v(2)42=/ 1(2) do+ 1 9 (0) do | (a) dz. 

2. El factor numérico de la función subintegral se puede 
sacar fuera del signo de la integral definida. 

Demostración. 

b » b 

yes lim Ate lim e fu) Ar= 
(porque c es factor común para todos los sumandos de la 
suma) 


1 d 
=0c- lim 310) cb Hz) de. 


3. Al permutar los limites de integración, la integral 
definida cambia su signo por el contrario. 

Demostración. En el parágrafo anterior, al divi- 
dir el segmento la, bl en n partes se suponía que a <b. 
Supongamos que b < a y que la división se efectúa desde el 
extremo a hacia b; en ese caso, todos los valores de Ax son 
negativos. (Si se divide b—a en n partes iguales, por 


ejemplo, Ax = a 0, puesto que b—a<0O0). 


Por eso, los sumandos f (Ex) -Ax, de las sumas > 7 (E) Ax 
b 

b a 

y $ f (E) Az, las propias sumas y sus límites Ñ Fx) de 


a 
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b 
y $7 (0) dx son de signo diferente, es decir 


a 
a 


b 
Ñ Ha) dr= Fx) de. 
db a 


4. La integral definida de la función f (%) en el segmente 
la, bl es igual a la suma de las integrales definidas de esta 
función en todos los puntos del segmento. 


Fig. 140 


Demonstración. Supongamos, por ejemplo, que 
el segmento la, b] está dividido por los puntos a, y a, en 
tres segmentos (a <a, < az < b) (fig. 140). Entonces la 
suma integral en el segmento la, b] es igual a la suma de las 
integrales en los segmentos la, ay], la,, ayl, las, bl: 


b al Ag b 
D/(0) Ar= 2f (2) 434 2 1(0) Ar + Y F(2) Ar. 


Según el teorema $ 53, la misma relación que hay 
entre las sumas, existe entre sus límites, es decir, 


f(x) d2=k 1900 $160) de f(x) dz. 


Esta propiedad se denomina propiedad aditiva de la inte- 
gral definida. 

5. Teoremadelvalormedio. Si una función 
f (x) es continua en el segmento la, bl, entre los valores 
de x en este segmento existe uno, x = E, tal que 


Dd 


(Fa) da=(b—a)f (E) (XXIV) 


a 
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La demostración de este teorema sale de los límites de 
este curso. Si f(x) > 0, el teorema es geométricamente 
evidente (fig. 141): para un 
trapecio curvilíneo, formado 
por la curva y =f (x), por el 
eje Ox y por las ordenadas 
=a y z=b, existe un 
rectángulo de igual superficie, 
cuya base es el segmento ab 
(su longitud es igual a b— a), 
su altura es la ordenada f (E), 
A situada entre el valor máximo 

y el mínimo de la función f (x) 
en el segmento la, bl. 

f (E) se llama valor medio de la función f (x) en el segmento 
la, bl. De la fórmula si ate 


(E) = +3) f(x) dz. (XXIla) 


$ 129. Cálculo de la integral definida 
1? El cálculo de la integral definida f (x) dx se realiza 
aplicando la fórmula de Leibniz — Newton (XX). 
d 
Ñ 7 (2) do=F (0) —F (a). 


Esta fórmula es cierta si la función y = f (x) es continua 
en el segmento a X< x< b, pero para una función disconti- 
nua, la fórmula puede ser errónea: 

2 


, , dx 
Ej empl o. Calcúlese , E=17 . 


Solución. Calculemos la integral indefinida por sustitución 
r—i=u, dx=du: 


reli 


x—1)2 u2 
Calculemos la a definida: 
2 
dx 1 1 
$ (x— 1)? > 1-2 1-0 A 
0 
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El cálculo da el número negativo —2. Sin embargo, es evidente 


que todas las ordenadas de la curva Y= IE son positivas, por- 


que el cuadrado de la diferencia z—1 es positivo para cualquier 
valor de x=. La curva se encuentra encima del eje Ox y el área 
comprendida entre el eje Ox y esta curva no puede ser expresada 
por un número negativo. Se ad incurrido en un error: no se debía 


haber empleado la fórmula ¡ f (1) dr: = y 
a 


="F (b) —F (a), porque en el sogmento 


0<x<2 la función =p 


discontinua en el punto x = 1 (fig. 142). 

2 Sustitución de la 
variable. Al tomar la inte- 
gral indefinida por la sustitución 
p (x) = u, se obtiene una igualdad 0 E 

1 
($ 117) 123 Fire” 
F 


Ho (10 (2) de=Ú 7 (u) du 


siempre que f(u) y q'(x) sean funciones continuas. 
En el caso de la integral definida, se tiene la igualdad 


ig. 142 


b B 
Toa] e (2) de= 1 (u) du, (XXI) 


donde a y f son los valores de la función u = q (2) para 
x=ayx=b, que no salen del segmento de continuidad 
de la función f (u). 

A veces, en la práctica de la integración hay que sustituir 
x por una función de u, x = q (u) ($ 120). La sustitución 
de x= q (u) no es posible si p (u) no puede ser igual a a 
y b. 
Observación. Es menester que la función, median- 
te la cual transforma la integral, u = q (1) 6 x= q (u), 
posea una función inversa, es decir, que x y u estén en corres- 
pondencia biunivoca. En caso de que la correspondencia entre 
x y u no sea biunívoca, la respuesta puede ser errónea: 


2 
Ejemplo l. Calcular | (1—1)? dz. 
0 
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Solución. Supongamos que (z— 1)? =u. Si x=0, se 

obtiene que a=(0—1)=41, ysi x=2, resulta que P= 

(2—1)?=1, es decir, obtenemos que la 

y integral tiene límites iguales, o sea, es 
igual a cero. 

Esta solución 5 muy pronta, pero 


a 


errónea. En efecto, Ñ (2-1)? de es el 


0 
0 % 2 TI área, formada por la parábola y= (1 —1)?, 
: por el eje Ox y por las ordenadas x= 0 
Fig. 143 y z1=2 (tig. 143), y que no es igual 


a cero. El error consiste en que no es 
posible aplicar la sustitución (x— 1)? = u, ya que por medio de 
esta igualdad x no se determina univocamente: x= 1 + Vu. 

Et cálculo de este integral no exige la sustitución de la varia- 


ble: 
2 2 2 
Ñ (1—1)2 del (122244) de = | G ay 1) 
0 0 0 
2 2 
=23442=>3 


5 
o 
Ejemplo 2. Calcular ¡“ 
1 


V2z A 


Solución. Hagamos una sustitución de la variable, supo- 
niendo que 2x—1 =u. 


De aquí El, la correspondencia entre x= y u es biunívoca; 
dx= > du. 

Según los datos a=1, b=5, los límites de integración respecto 
a la nueva variable son: 
el inferior: a=u (1) =2-1—41=1; el superior; P=u (5) =2-5—1=9, 


9 1 


9 
[yu 
1 


5 9 9. 24 
TG + $ e =3 fu 2 du= 
1 V2—1 Y” 1 1 


Vi ya, 
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Ejemplo 3. Calcular | cos? x dz, 


PAPES] 


2 
Solución. Como cost 2 LEA , Se tiene: 
E ell 
2 4 2 
Ñ cost a da==N (1+c0s 22) dz. 
0 0 


1 
Hagamos la sustitución de la variable: u=2x, 2==3 U, di= 


=- du, Los límites de integración respecto a u son: a-=U(0)= 


=2:0=0, Sep Ea mL 
8 1ES 2-=12. 


Esto significa que 


T 


1 


a (u + sen u) == 


xr 
2 n 
Ñ cosí x da = z $ (1 cos u) du == 
0 0 0 


1 1 
y] [(st + sen m0) —(0-+ sen 0)] = q 
a 
Ejemplo 4. Calcular ¡ Y a2— x2 dr, 
0 


Solución. Hagamos la sustitución de la variable r=a sen u 
dr =acos u du, 
Para senu existe la función inversa 


zx 
U =arcsen — (+) 


Los límites de integración respecto a la nueva variable u se hallan 
aplicando la igualdad (*) y sustituyendo x = 0 y x= a. Obtenemos 
que: 


0 
A =Arcsen arcsen 0=0, 


B =arcsen 2 =arcsen1t=+ 
a 2 ' 
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Por lo tanto. 


Ed 
2 

ON Y a2—a? sen? ua cosudu= 
0 


SU-DA 


Y cos? u cos u du = a? 


ll 
ES] 

] 
oLrawla 
OU_rADwOa 

o 
[=] 
177 
(3 
E] 
a, 
£ 
ll 
A 
a 
1= 


TU 
di, 
) cost uy qu Y 
Este integral es el área del cuarto del círculo de radio a (fig. 144). 
De aquí, el área del círculo de radio a es 


pues, según el ejemplo anterior 


eola 


i 1 ma? 
gual a e 

3”. El cálculo por partes de la 
integral definida se hace aplicando la 
fórmula 


b b 
Ñ udy == uo — vdu, (XX IT) 
a a 


Esta puede obtenerse fácilmente. En efecto, haciendo 


Vo du=0D, (2) + C. 


Dd 


b b y 7 
Y udo= uv—0 (7) =|uv—|0D (2) =| un— fo du. 


Ejemplo 5". Calcular Ñ arctg x dz. 


0 
Solución. Tomemos la integral por partes, suponiendo que 


A dx 
u=arctg x, dv=dx. De aquí A , U=1b, 
1 1 1 d 
zx dx 
$ arctg rdx=| xarctg A Ihar* 
0 0 0 
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La segunda integral se halla por 
si notamos que 2de=> dt. 


Según la integral dada 0 <zx 
resulta: 


la sustitución t=1-+422, 


< 1. Sustituyendo en: =1 + a?, 
para 21=0  a=t(0)=140=1, 
para xz=1 B=1 (1) =1412=2. 


Indiquemos que, según la condición de unicidad, r= + Y/1—1. 


Así, 
1 1 2 1 2 
1 dt 1 
S arctg dr= | xarctg 27 —= le arctg x — 5 int= 
0 0 1 1 
O E] CO A y LN 
== ( «arctg 1 — pd => 3 a 


$ 130. Ejemplos de cálculo de áreas. 
Area del segmento de la parábola. Area de la elipse 
1”. Calcúlese el área del segmento OAB de la parábola y? = 
ebe dr 145). 
u ción. De la ecuación se obtiene: 


y== V 2pz . 


Los, valores positivos son los de los puntos de la curva situados 
encima del eje Ox, y negativos los que se encuentran debajo del eje 
Ox. Como la curva es simétrica respecto al eje Ox, es suficiente cal- 


cular el área correspondiente a la mitad del segmento y duplicar el 
resultado. Los límites de variación del 


argumento son desde O hasta z: 


1 


x x 
s— V 2px dx= Y 2p Ñ ye di= 
0 0 


Como según la condición Y/2px= y, se tiene S; = ey 


El área total del segmento S = 28, =2.«Fx+y, $ = +12. 
2y es aquí la longitud de la cuerda del mento: y zes la flecha. 
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Por lo tanto, el área del segmento de una parábola, cortado por 
una cuerda cualquiera, perpendicular a su eje, es igual a dos tercios 
del área del rectángulo construido en esta cuerda y en su flecha. 

2”. Calcúlese el área limitada por la curva y = 2 + x —a? y el 
eje Ox. 

Solución. Un área puede estar limitada por dos líneas sola- 
mente si se cortan estas líneas. Al resolver conjuntamente la ccnación 


Fig. 146 Fig. 147 


de la curva, y =2 + 2— a?, y del eje Ox, y = 0, obtenemos los 
puntos de intersección de éstas: x, = —1 y z2= 2 (fig. 146). 

a el área suponiendo en la fórmula (XX) que a = 
= di yb=2Q. 


2 +2 
a. a 
S= A Q4i—2%) de= 22-42 
2 3) 
—1 -1 
2 23 1,1 1 
(224) A) 
a A ; a, y 
3”, Hállese el área de la elipse a+! 


Solución. Como la elipse es simétrica respecto a los ejes Ox 
y Oy, su área S = 4 áreas OAB (fig. 147). 
De la ecuación de la elipse hallamos: 


b AA 
pa 2__g2 
y=-Vaa?. 


Delante de la raíz se coloca solamente el signo positivo, porque 
se ha tomado el arco de la elipse situado en el primer cuadrante, en 
el que los valores de y son positivos. 


a a 
El área 0aB=Ñ 21/22 de VA da. 
0 0 
6 2 
Ñ Val—al dr= = 
0 


(véase la solución de ejemplo 4, $ 129) 
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sab 


El área total de la elipse S=4» 


Debe señalarse que la fórmula del área del círculo s = str? cons- 
tituye un caso particular de la fórmula hallada del área de la elipse- 
al sera=b=r. 

4%. Hállese el área limitada por las líneas y =x3 e y = ár. 

Solución. Determinamos en primer lugar los límites del área, 
para lo cual resolvemos conjuntamente las ecuaciones dadas: 


=nmMab. 


x3—4r=0, x(12-4)=0, 1 =-—2, t=0 y 23=2. 
Tracemos la curva siguiendo los puntos: 


| 
2 1 z 0 s 1 2 
T 3 +3 + + 
8 1 A 0 ES 1 8 


y tracemos por los puntos (—2; —8) y (2: 8) una recta (Fig. 148). 

Es necesario determinar el área rasgucada que se compone de dos 
partes iguales entre sí. Determinamos el área OABD como la dife- 
rencia de las áreas del triángulo rectilíneo OABC y del triángulo 
curvilíneo ODBC. 


El área OABC == 


El área ODBC = 


El área OABD = 8 — 4 = 4; el área buscada: 8 unidades cua- 
dradas. 
5%. Calcular el área limitada por las líneas 


y2=2041 (1) 
y=x—1. (2) 
Solución. Hallamos los puntos de intersección de las líneas: 


para esto, sustituimos el valor de y de la ecuación (2) en la ecuación 
(1) y obtenemos: 


(1—1)2=20441; 22—-41=0; 2x1=0, 23=4, 


y poniendo estos valores de x en la ecuación (2), obtenemos dos puntos 
de intersección: A (0; —1) y B (4; 3). 
Transformando la ecuación (1) en la forma: 


(092 (143). 
determinamos el vértice de la parábola: 0 (is 0) s 
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Trazamos las líneas dadas en el segmento [+ 4] (fig. 149). 


El área buscada S es la rayada. 
S=área O'BC+área O'AC= área O'BD—área CBD+ 
+área 0*4074- área 40€. 


Fig. 148 Fig. 149 
Cada una de estas áreas se calcula por la fórmula 
D 
S= $ y dz. 


a 


Para las áreas OBD y 0'40, y se determina de la ecuación (1): 


y==> Y 2041, 
al mismo tiempo se toma el signo + para las ordenadas del arco O'B, 
que se encuentra situado encima del eje OX, y el —para las del arco 0'A, 
situado debajo del OX. 
Para las áreas CBD y A0C, y se toma de la ecuación (2) 
4 


área O'BD= Ñ Y 22+2 dz, 
1 


2 
Suponiendo que 2x2 + 1=u, tenemos d2=5 du, L=u (+ =0, 
=u 4 =9. 
4 (1 9 9 
Ñ VII d1=> Ñ Vi du=> | VB=-(yB—V0)=0 
1 0 0 
32 


h 


Arca CBD= Ti fa —2) =4— 3) = a 

rea a =4 ( 3 DE 
Las áreas O'AO y 40C están situadas debajo del eje Ox, por lo que 
sus integrales son números negativos. Hay que tomar su magnitud 


absoluta, para lo que es suficiente tomar las integrales con signo 
opuesto. 


0 0 

Area 0'40= $ (—Y2 FI) de= $ VEFI dr 
1 
=3 


l 
wie 


1 1 
2 d 
ds E 
0 


Por lo tanto, el área buscada 


S=9—4 +54 5= 5 a (unidades cuadradas). 


$ 131. Volumen de una pirámide 


En calidad de ejemplo de aplicación de la integral defi- 
nida, como límite de una suma, Calculemos el volumen v 
de una pirámide triangular (efec- 
tuando las operaciones indicadas 
en el punto 1? del $ 127), siendo 
el área de la base igual a S uni- 
dades cuadradas, y la altura, igual 
a h unidades lineales. 

Dividamos la altura de la pirá- 
mide OM = h (fig. 150) en n seg- 
mentos (es indiferente que sean 
iguales o desiguales): Azr,, Ázxz, ..., 
Azx,. Por los puntos obtenidos se 
trazan planos paralelos a la base 
de la pirámide. Las áreas de los 
polígonos de la sección obtenida s 
y de la base de la pirámide S son proporcionales a los 
cuadrados de sus distancias desde el vértice de la pirámide. 
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Designando la distancia desde el vértice hasta la sección 
examinada abc por medio de zx, se tiene: 
Ss ea. e 
yl "Az y $ = 37 x*. 
Así pues, el área s es una función continua de zx, 
determinada en el segmento [0, h]: 


Construyamos en cada polígono de la sección un prisma 
cuya altura sea Áx, de tal modo que sus aristas laterales 
sean paralelas a la arista OA, y el polígono de la sección 
sea la base superior del prisma. El conjunto de estos prismas 
constituye un cuerpo escalonado, contenido enteramente 
en la pirámide. 

El volumen de cada prisma es igual al producto del 
área de la sección f (x) por la altura del prisma Az: 

f(2)-Ar=-2. Ar. 

El volumen del cuerpo escalonado, que está formado 
por los prismas construidos, es una suma integral: 


h 
Y / (a):Az 
0 


Il 


h 
S 

eS E Az. 

0 


El volumen de la pirámide es el límite de esta suma 
integral si Ar—>0: 


h h h 

] 5 5 Ss 

v= lim Y y Ar= $ q O dal x*dr= 
Ax—=>0 0 0 % 


h 
S 


3 S h3 1 
E S-h, 


E E? 


0 
es decir, el volumen de una pirámide (triangular) es igual 


a un tercio del producto del área de la base por su altura. 
$ 132. Volumen de un cuerpo de revolución 


19. En la figura 151, la línea aABb está formada por 
el arco AB de una función continua y = f (x), por las orde- 
nadas de los puntos A y B y el segmento del eje Ox, limitado 
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por estas ordenadas. Haciendo girar la linea aABb alrededor 
del eje Ox, se obtiene la superficie de revolución ABB,A;; 
el cuerpo limitado por ella entre los círculos AA, y BB, se 
llama cuerpo de revolución. Hallemos su volumen. Se cons- 
truye para el área aA Bb un sistema de rectángulos ($ 127, 


29). Al girar alrededor del eje Ox, los rectángulos forman 
cilindros, El conjunto de estos cilindros constituye un cuerpo 
escalonado. El volumen de cada cilindro es igual a ny? Az, 
y el volumen de todo el cuerpo 


escalonado es: B 
: C 
Y ry?Az. A 
a 
, D 
Aquí, say? es una función 
: E ona, CT 
continua de x, porque según la 
condición, la función y = f (x) es Fig. 152 


continua en el segmento la, bl 
b 
($ 71, 4%), y, por lo tanto la suma integral»; ny? Ax tiene 


límite para Ar=>0 (8 127, 1”. Este límite es el yolu- 
men del cuerpo de revolución v: 


b b b 
4 a 2 ny?Az= ) ny? dr=n y y? dz. 
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Por lo tanto, el volumen de un cuerpo de revolución: 


27. Si gira una curva cerrada (fig. 152), por ejemplo, 
ABCD, el volumen buscado es igual a la diferencia de los 
volúmenes obtenidos al girar los trapecios curvilíneos 
A¡ABCC, y A¡ADCC,. 

Designando por medio de y, la coordenada variable de 
la parte superior de la curva (4BC), y por y, la ordenada 
variable de su parte inferior (ADC), se obtiene: 


(XXV) 


$ 133. Ejemplos de cálculo de volúmenes 
de cuerpos de revolución 


19 Volumen de un cono circular recto, 

Se obtiene un cono circular recto, cuya altura sea A y el radio r, 
al girar el triángulo rectangular 048 (fig. 153), cuyos catetos son 
iguales a h y r, alrededor del cateto 04, que es igual a h. 


Fig. 153 
Tomemos a O por origen de las coordenadas, OA por eje Oz. 
Entonces, la ecuación de la recta OB: y => 
El volumen del cono es (fórmula XXI): 
h 


h h 
2 21 73 2 3 
r ari z ar? h 1 
o=a fl yida=a Ñ q dr == - => 1ar?.h, 


h2 2213 ht 33 
0 0 0 


Como xr? es el área de la base del cono, el volumen de un cono 
es igual a un tercio del producto del área de la base por su altura. 

2. Volumen de un cono truncado. 

Se obtiene un cono truncado, cuya altura sea h y los radios de 
las bases r y R, al girar el trapecio rectangular OABC (fig. 154) 
alrededor de OC como si fuera su eje. Colocando los ejes de las coor- 
denadas, según se indica en la figura 154, se forma la ecuación de la 
recta AB: 

R—r 
oi <+r. 


El volumen del cono truncado (fórmula XXIV) 
h 


v=n y E r)' as. 


Suponiendo ET apr=u, se tiene: Pd du, 
para x=0 a=u(0)=r, 
para z=h B=u (h) =R. 
h R a » R % R á 
—r _ 7 257.7 — % a 
AN ( h e+r) dq, Y E Cai Fm 3 
0 r r 
1 sh 1 
=-—_ B_rMY= 2 2 . 
3 RR r3) 3 "h(R + Rr+ 1?) 


Abriendo los paréntesis, el volumen aparece asf: 
ARMA ar aRrh, es decir, 


el volumen de un cono truncado es igual a la suma de los volúmenes 
de tres conos, con la misma altura que el cono truncado y cuyas bases 
son: para el primero, la base inferior de este cono; para el segundo, 
la base superior, y para el tercero, un círculo cuya área sea la media 
geométrica de las áreas de las bases superior e inferior. 

3”. Volumen de una esfera. Se obtiene una esfera de 
radio r al girar el círculo 1? 4 y? = r? alrededor del eje Oz (fig. 155). 
Por lo tanto (fórmula XXIV): 


+r +1 Ñ A 
val y de=20 | a ag (1.-<)= 
S, Ó 
3 
= 21 (5) 5. 


Presentando ars en la forma ar? r, se obtiene que: el 


volumen de una esfera es igual al producto del cuádruplo del área 
de su círculo mayor por un tercio del radio. 
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4% Volumen de un segmento esférico. 

La parte de la esfera ACA1 (fig. 156), que separa de ella cierto 
plauo A4y, se llama segmento esférico. Es evidente que un segmento 
esférico puede ser considerado como un cuerpo de revolución resul- 


NN 
UÑA 


Fig. 155 Fig. 156 


tante de la rotación del segmento circular AB4,C alrededor de su 
altura BC. Supongamos que se conoce el radio del círculo r y la altura 
del segmento h. 

El volumen del segmento esférico: 


= 2 (8-4) [90 GE] ) wm (rg 1). 


Se puede considerar nh? como el área del círculo de radio A, 
y r— 3% como la altura. Por lo tanto, el volumen de un segmento 


esférico es igual al volumen de un cilindro, en el que la base es igual 
a la altura del segmento, y la altura es igual al radio de la esfera dis- 
minuido en un tercio de la altura del segmento. 


$ 134. Presión de un líquido 


1%. En calidad de ejemplo de cálculo de valores de 
magnitudes como límite de la suma de infinitésimos, exami- 
nemos también la determinación de la presión de un líquido 
y el trabajo producido por una fuerza. 

Es sabido que la fuerza de la presión de un líquido sobre 
una superficie de un plano horizontal de S unidades cuadra- 
das es igual al peso de la columna de líquido que tenga de 
base esta superficie, y de altura, la profundidad de inmer- 
sión a partir de la superficie del líquido. Designando el peso 
específico del líquido por medio de la letra y, y la altura 
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de la columna por medio de la letra h, se halla que la fuerza 
de presión del líquido sobre la superficie de S unidades 
cuadradas es 

P=wv.h-S. 


Dada la superficie S, la fuerza de la presión del líquido 
es una función de la profundidad kh. Supongamos que aABb 
(fig. 157) es una parte de una pared vertical, por ejemplo 
de una piscina llena de líqui- 
do. Para determinar la fuerza 
de la presión sobre la super- 
ficie aABb, se divide ab en n 
partes, y se designa la longi- 
tud de los segmentos obtenidos 
con Ah. Se construye un 
rectángulo en cada segmento 
Ah, como si fuera su base. 
Se toma uno de los rectángu- 
los kK El, designando su super- 
ficie con AS y se considera 
que su límite superior kK se 
encuentra a la profundidad », 
a partir de la superficie del 
líquido. Supongamos que este rectángulo kKLl está a la 
profundidad h y que no es vertical, sino horizontal; en 
este caso soportará una presión igual a 


yhAS. 


Es sabido que la presión del líquido en cada uno de 
sus puntos es igual en todas las direcciones. Por lo tanto, 
si se vuelve a presentar el rectángulo kKLl vertical, la 
presión ejercida sobre él será algo mayor que cuando se 
encontraba horizontalmente, porque la presión es algo 
mayor en su límite inferior 1L que en el límite superior kX. 

Admitamos que la presión a lo largo de toda la altura 
Ah es exactamente igual que en el limite kK, con lo que la 
fuerza de la presión sobre el rectángulo será igual a 


y:hAS. 


El área del rectángulo kKL! AS=kK-Ah. El valor 
de kk cambia al variar la profundidad h de inmersión 
de kK, es decir, kK es función de h: 


kK=f(h). 


Fig. 157 
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Es evidente que kK es una función continua en el 
segmento [a, b]. En consecuencia, en el producto 


y-h-AS=y-h-f (h)- Ah 
la función y-h-f(h) es continua, y la suma integral 


o 
d yhAS 


tiene límite cuando Ah —>0. Este límite es el que repre- 
senta la presión del liquido sobre toda la superficie $. 

Por lo tanto, la presión sobre toda la superficie de la 
pared aABb: 


b D 
P= lim >) y-h-AS=yÍ hdS. (XXVI) 
Ah> 
a a 


Aqui sirve de variable independiente la profundidad de 
inmersión h, por lo que antes de comenzar la integración es 
necesario expresar por medio de h y 
Ah el área del rectángulo dS; sirven 
de límites de integración los límites 
inferior y superior de la superficie 
en la que se determina la presión. 


2. Ejemplo. Un tragaluz cir- 
cular de 30 centímetros de diámetro, 
de la banda de una embarcación, está 
sumergido en el agua hasta la mitad. Hállese la presión que ejerce el 
agua en la parte sumergida (fig. 158). 

Solución. Se determina la presión por medio de la fórmula 
la (XXVI): 


Fig. 158 


b 
P=y $ ds. 
a 


El área dS =kK- dh. 
Del triángulo A0K hallamos que k*K=2 Y 152—h2=2 Y/225—h2, 
y, en consecuencia, dS-=2 /225—h2 dh. 


Para el agua y=1 gramo, Los límites de integración «a=0, 
5 
b=15. Por lo tanto, P=2 | h Y 225—h2.dh. 
0 
La integral indefinida | k-Y/225—h2 dh se calcula por medio 
de la sustitución 225—h?=u?, -—2hdh=2u du, hdh= —ud u. 
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Por la condición de unicidad entre k y u (0 <A < 15) 


u=V 25M, 
Los límites de integración respecto a u son: 
o.==u (0) =15, B=u (15) =0. 
Se obtiene: 
15 0 15 
2 $ h Y 225—hi dh= —2 $ du u8=5-153=2.250; 
0 15 0 
P=2 250g 


$ 135. Trabajo producido por una fuerza 


1”. Si la fuerza es constante, su valor numérico es idénti- 
co en todos los puntos de la trayectoria; pero si varía la 
fuerza, su valor numérico suele ser diferente en los diversos 
puntos de ella; es decir, a cada valor de distancia, recorrida 
corresponde un valor determinado de la fuerza que actúa F. 
Por lo tanto, la fuerza F' puede 
considerarse como una función 


de la distancia recorrida s: 04 p Ss 
F =f (s). 
Examinemos solamente la Fig. 159 


variación continua de la fuerza, 

es decir, admitamos a f(s) como función continua de 
la distancia s y consideremos que la dirección de la fuerza 
coincide con la dirección del movimiento. 

Para determinar el trabajo producido por una fuerza 
variable F' en el segmento de la trayectoria rectilínea ab 
(fig. 159), se divide la, bl en un gran número de partes », 
y la longitud de cada uno de los segmentos obtenidos se 
designa por medio de Ás. 

El valor de la fuerza en el origen de cada segmento de 
la trayectoria As es igual a f (s), donde s es el valor de la 
distancia recorrida hasta el origen del segmento en cuestión. 

Supongamos que el valor de la fuerza f (s) varía sola- 
mente en el origen de cada uno de los segmentos obtenidos 
Ás y que a todo lo largo de As permanece invariable. En 
ese caso, el trabajo de la fuerza constante f (s) a lo largo 
de la trayectoria As se expresa por medio del producto 
f (s) -As: Esto es conocido de la física. Es evidente que este 
producto (denominado generalmente trabajo elemental) se 


277 


diferencia del valor real del trabajo en el segmento Ás, 


d 
y la suma Df (s)-As se diferencia del trabajo real en el 
a 
segmento la, bl. 
Como f (s) es.una función continua en el segmento la, bl, 
b 


la suma integral )) f (s)-As tiene límite al tender As a cero: 
a 


b 
lim Y f (s)- As, 
As>0 a 
igual al valor del trabajo w, producido por la fuerza f (s) 
a lo largo de la trayectoria ab. 
Por lo tanto, 


b bd 
0 pa de Ñ Hs) ds 


a 


(XXVID 


2% Ejemplo. 1. Dos cargas eléctricas: e, = +100 unidades 
electrostáticas y ez = +50 unidades electrostáticas están inmóviles, 
a la distancia de 10 centímetros la una de la otra. ¿Cuál es el trabajo 


Fig. 160 Fig. 161 


que producirá la fuerza de empuje de las cargas si la carga ez, es des- 
plazada a una distancia de 50 centímetros de la carga e, (fig. 160)? 
Solución. La fuerza de empuje F, que actúa sobre la carga e, 
que se desplaza, se determina por medio de la ley de Coulomb: 
€1:l2 100-50 5 000 


F=__L= 
p2 y2 pan» 


donde r es la distancia entre las cargas, expresada en centímetros. 
La fuerza F' no permanece constante, sino que disminuye continua- 
mente al alejarse la carga e», és decir, en realidad es una función del 
espacio recorrido durante el movimiento, según hemos admitido en 
el caso general. 

Los límites de la variación de la variable independiente r son: 
la distancia inicial entre las cargas, 10 centímetros, y la final, 50 cen- 
tímetros. Según la fórmula (XXVII), el trabajo producido por la 
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fuerza de empuje: 


50 
Ñ 5 000 
wR= 


y2 


E 
50 10 


dr=—5000 ( ) =400 (ergios). 


10 


3”. Ejemplo. 2. Se ha encerrado un gas en un cilindro con 
émbolo móvil, cuya superficie transversal es a unidades cuadradas. 
Considerando que al aumentar el volumen del gas subsiste la ley de 
Boyle-Mariotte p+.» = k, calcúlese el trabajo producido por la fuerza 
de presión del gas al aumentar su volumen desde vy hasta v, (fig. 161). 

Solución. Se designa con v el volumen del gas en el cilindro, 
y con p la presión que actúa sobre una unidad de superficie del émbolo, 
Como la superficie del émbolo es igual a a unidades, la fuerza de presión 
del gas sobre ésta es igual a p+.a. Supongamos que al aumentar el 
volumen desde »py hasta v,, el émbolo recorre el trayecto s = sí; — 89 
con lo que el trabajo de la fuerza de presión del gas, según la fórmu- 
la (XXVII): 


81 
w= $ p-a-ds. 
80 
Debe tenerse en cuenta que la presión p es aquí una magnitud 


variable y depende del valor del volumen v, precisamente p = - . 
Expresemos ds como función de v. Supongamos que el émbolo se ha 
desplazado en ds, en tanto que el volumen del gas ha aumentado en dv. 
Entonces 


dv=0a-ds y a . 


Sustituyendo los valores obtenidos de p y ds en la integral y re- 
emplazando dos límites de variación de s por los correspondientes 
límites de variación de v, se tiene: 


81 v vi 
w= Ñ p.a-ds= Fat e in A 
v a v 


vo 
80 Do vo 


CAPITULO XII 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


$ 136. Concepto de ecuaciones diferenciales y sus 
soluciones 


1%. En una ecuación diferencial ordinaria, la incógnita 
es una función de un argumento. 

Existen las siguientes definiciones: 

1. Se llama ecuación diferencial ordinaria de primer orden 
a una igualdad que relaciona la función desconocida con su 
argumento y su derivada. 

Su forma general se expresa por el símbolo 


F (zx, y, y) =0, 


donde y es la función desconocida cón argumento z. 
En particular, la ecuación de primer orden puede ser 
representada en forma explícita respecto a la derivada: 


L=f (z, y). 


2. Se llama ecuación diferencial ordinaria de segundo orden 
a una igualdad que relaciona la función desconocida con su 
argumento y sus derivadas de segundo y primero órdenes. 

Su forma general se denota con el símbolo F (x, y, 
y, y”) =0, en particular: E = f(x, y, y), donde y es 
una función desconocida de z. 

3. En general, se llama ecuación diferencial ordinaria 
a una igualdad que relaciona la función desconocida con su 
argumento y con sus derivadas desde el primer orden hasta el 
orden n (inclusive). 

4. Se llama orden de la ecuación diferencial al orden de la 
derivada de mayor grado que figura en esta ecuación. 

Ejemplos. Son ecuaciones diferenciales ordinarias: 


dy _ y : A 
1) TE, de primer orden; 
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2) 3 e + 2y = x, de segundo orden; 


3) re =0, de tercer orden. 
La tercera ecuación no contiene y, dy ey sin embargo 
dx* dx2? y 
es de tercer orden, ya que su derivada de mayor grado es de 
tercer orden. 

En el análisis se estudian, además de las ecuaciones 
ordinarias (es decir, las ecuaciones con una función incógni- 
ta de un argumento), las ecuaciones diferenciales de varios 
argumentos. Como se estudiarán sólo las ecuaciones dife- 
renciales ordinarias, para abreviar la escritura se omitirá 
la palabra “ordinaria”, es decir, diremos sencillamente 
ecuación diferencial. 

2. Definición 5. Se llama solución de la ecuación 
diferencial a una función, cuya sustitución en la ecuación 
conduce a una identidad. En otras palabras, se llama solución 
de la ecuación diferencial a una función que satisface a esta 
ecuación. 


Por ejemplo, la función y = Vx es solución de la 
ecuación diferencial 


Lo: AU 

de 2x 
(ejemplo 1), ya que sustituyéndola en la ecuación se obtiene: 
dy dYyz to. A E O ANN 4 4 


(= significa que es idénticamente igual). 
Indiguemos que cualquier función y = V Cx, donde C es 
una constante arbitraria, es una función diferencial 1). 
En efecto, sustituyendo y por / Cx en la ecuación 1), 


Como se ve, la ecuación diferencial de primer orden 
tiene* un conjunto infinito de soluciones que depende de 
una constante arbitraria C. 


* En general, bajo ciertas condiciones determinadas. 
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La ecuación de segundo orden tiene * un conjunto infi- 
nito de soluciones que depende de dos constantes independien- 
tes arbitrarias Cy, y C,¿**. Aclaremos esto con un ejemplo. 

2 

Ejemplo 4. Hallar la solución de la ecuación 4 = 

== ¿ds 
.z dy 
Solución. Supongamos que —_=Zz. Entonces 


dx 
Py 3 esta ecuación toma la forma siguiente: Pe x 
qe => Y ón to siguiente: 7 = 2, 


Por lo tanto 
dy =ha dx +C, dx; 


y=> $ ade Cy Ñ di=h04 Ca + Co 


loa 
y = 104 C124Co. 


., ql é 
De este modo, para la ecuación 723 = xr existe un con- 


junto infinito de soluciones que depende de dos constantes 
arbitrarias C, y C,, independientes entre sí. 

Definición 6. La solución de la ecuación diferen- 
cial, que contiene una cantidad de constantes independientes 
arbitrarias igual al orden de la ecuación, se llama solución 
general de la ecuación diferencial. *** 

Según la definición, la solución general de la ecuación 
diferencial de primer orden y = q (x, C) es una familia 
de funciones de x, que depende de una constante arbitraria C; 


* En general, bajo ciertas condiciones determinadas. 
** «Independientes» significa que la introdución de nuevas 
constantes no puede disminuir su número. 
*** Más adelante se tratará sobre la propiedad que determina Ja 
solución general. 
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la solución de la ecuación diferencial de segundo orden 
y=0 (2,€1, €») 


es una familia de funciones de x, dependiente de dos constan- 
tes arbitrarias independientes C, y C,; etc. 

Definición 7. Toda solución obtenida de la solu- 
ción general, sustituyendo las constantes arbitrarias por valores 
determinados, se llama solución particular de la ecuación 
diferencial. 

Para la ecuación Y — > la solución general es y =Y Cz, 
y una solución particular, y = Vx. La última se obtiene de 
la general, si C = 1. 

2y 


ez. d% $ 
Para la ecuación qa =% la solución general es y = 


1 ] oz 
=q e + Ca + C,. Si se hace en la solución general, 
por ejemplo, C, =1, y C¿ = — 3, se obtiene la solución 

A 1 
particular: y = 5 atg—3. 

Algunas ecuaciones diferenciales tienen las soluciones 
singulares. 

Definición 8. Se llaman soluciones singulares de 
las ecuaciones diferenciales de primer orden a soluciones que 
no contienen constante arbitraria, y no pueden ser obtenidas 
de la solución general bajo ningún valor de la constante 
arbitraria. 


Ejemplo 5. Hallar la solución de la ecuación Y 


dx 
=V1-— y. 
Solución. Suponiendo que 1 — y? < 0, dividimos 
la ecuación por 1 — y? y multiplicamos por dz: 


dy 


Vi—y 


El primer miembro es la diferencial de arc sen y; por 


lo tanto se tiene: dZarcsen y= dz; y daroseny= 1 dr, 


are sen y =1x+C. 
De aquí 


y = sen (a -+C). 
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Esa es la solución general de la ecuación dada. En efecto, 
sustituyendo y por sen (x-+-C) en la ecuación dada, resulta: 


Y — [sen (2 +C) "=c08 (a+ C)=V 1—sen (+0). 
Como sen? (x + C)= y?, 
YI VIEZP=V TA. 


Hemos hallado así la solución general de la ecuación, 
si 1 —yxX0, 

Supongamos ahora que 41-—y?=0. En este caso, 
y==>-+d. 

La sustitución de estas funciones en la ecuación dada 
conduce a la identidad 


d d(+4 0 REIS ARANA 
12 0; VIi=y=V1-(ETD?=0; 0=0. 


Por consiguiente, y = 1 e y = — 1 son soluciones de 
la ecuación diferencial dada. Sin embargo, éstas no se 
obtienen de la solución general y =sen (x + C) bajo ningún 
valor de la constante arbitraria C. Según la definición 8, 
y =1e y =-— 1 son soluciones singulares de la ecuación 
dada. 


$ 137. Ecuación y (%, y) y su solución; 
interpretación geométrica 


1. Noción sobre función de dos ar- 
gumentos. Si a cada par de números, valores de las 
magnitudes x e y, le corresponde un número único, que es 
el valor de la tercera magnitud u, esta tercera magnitud u 
se llama función de dos argumentos x e y. 

El hecho de ser u una función determinada de dos argu- 
mentos x e y, se representa así: 


u=f (zx, y), 


donde f es una ley según la cual a cada par de números z e y 
le corresponde el número u. 

Supongamos que zo, yy son números dados. El símbolo 
f (Zo, Yo) significa el valor de la función cuando x= z, 
e y = Yo. 
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. d a 
2. Ecuación E = f(x, y). Consideremos que la 
ecuación diferencial ordinaria de primer orden está expresa- 


da en la forma 
d 
3 =1 (2, y). (1 


£ Sa A € e 
Según esta ecuación la derivada se es una función dada 
de dos argumentos x e y. 
Si x e y se consideran como abscisa y ordenada de un 
punto en el plano de coordenadas x0y, según esta ecuación 


la derivada Sl es una función dada del punto (x, y) del plano 


xOy. 
3". Solución de la ecuación (I). La solu- 
ción general de la ecuación (1) 


y =p (z, C) 


posee la siguiente propiedad que la determina: 

tomando los valores arbitrarios x = xy e y = yo*, la 
ecuación Yo = Q (%o, C) tiene una solución única C = Co, 
para la cual y = q (x, C) da la función y = q (x=, Co) que 
satisface la condición y = yo, si z = Lp, y la ecuación dada 
dy f(x, y). Esta función y = q (z, Co) existe y es 
única en un entorno del punto x = xy**, 

Los números Zo, Yo se llaman valores iniciales o punto 
inicial de la solución de la ecuación, y la función y = q (x, Cy) 
se denomina solución de la ecuación (1) con el punto inicial 
(Zo, Yo)- 


Ejemplo. La ecuación Y tiene la solución 
general y = Y Cx. Tomemos arbitrariamente valores de 
x e y, por ejemplo, = — 2, y = 3. Sustituyendo estos 


valores en y = Y/ Cx, se obtiene la ecuación respecto a C: 
3=Y —2C. 


* Estos valores, como se explica en los cursos superiores de 
análisis, deben pertenecer al dominio de continuidad de la función 
f(x, y) y de su derivada (parcial) respecto a y. 

** Esto se demuestra en los cursos superiores de análisis, 
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Resolviendo esta ecuación, obtenemos el valor único 
C=C0p: 
9=-—2Co Co= —4,5, 
y la función 
y=V —45z 


es la solución (particular) de la ecuación dada con el punto 
inicial (—2; 3). 

Para hallar la solución particular de la ecuación diferen- 
cial (1) puede ser dada la condición inicial: si x = xy, enton- 
ces y = Yo. Esta condición se 
escribe en forma abreviada 
así: 

Y x=xp = Yo: 


La existencia de la condi- 
ción inicial yw.«, = Yo €s equi- 
valente a la existencia del 
punto inicial (o, Yo). 

4. Interpretación 

Fig. 162 geométrica de las 

soluciones. La gráfica 

de una solución particular de una ecuación diferencial ordi- 
naria se llama curva integral de esta ecuación. 

Geométricamente la solución general y = q (x, C) repre- 
senta una familia de curvas integrales, dependientes de un 
parámetro*, que por cada punto (xo, yo) del plano** pasa 
una curva única y = q (z, Cp), donde C, es la solución 
de la ecuación yo = Q (to, C). 

En la figura 162 se representa la familia de curvas integra- 
les de la ecuación diferencial q 
sentada la curva integral con el punto inicial (—2; 3). 

La figura 163 da una idea de la familia de curvas integra- 
les de la ecuación diferencial ayi — y? (ejemplo 5 
$ 136), es decir, de una familia de sinusoides. En la figura 
están representadas también las curvas integrales particula- 


; está también repre- 


* Una familia de curvas, dependiente de un parámetro variable, 
que es la constante arbitraria C. 

** Con la misma restricción, que respecto a la arbitrariedad 
de Lo, Yo: 
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res: las rectas y = lu y = — 1, que son paralelas al eje Ox. 
Estas son tangentes a cada una de las sinusoides. 
5. Interpretación geométrica de la 


o d z R d 
ecuación E = f(x, y). Aquí la derivada E es una 


Fig. 163 


función dada del punto (x, y) del plano x0Oy. Esto significa 
que para cada punto (x, y) del plano, la ecuación da un valor 


único determinado de la derivada aL es decir, da el coefi- 


ciente angular de la tangente a la única curva integral que 


pasa por dicho punto, la cual es la gráfica de la solución de la 
ecuación diferencial con el punto inicial (x, y). 


Por lo tanto, la ecuación diferencial Se = f (x, y) deter- 


mina la dirección de las tangentes en los puntos del plano x0Oy; 
se dice brevemente, que determina un campo direccional en 
el plano xOy. 


En la fig. 164 se representa el campo direccional de la 
A E 2 2 E 
ecuación se = 20 - Las direcciones se indican por pequeños 


segmentos rectilíneos. 
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6”. A veces, al hallar la solución general de la ecuacion 
(I) no se obtiene la solución general y = q (x, C), sino una 
igualdad que relaciona a x, y y C: 


F (zx, Y, C) =0, 


la cual determina implícitamente la solución general. Esta 
igualdad se llama integral general de la ecuación diferencial 
dada. 

La ecuación F (x%, y, Co) = O se llama integral particular 
de la ecuación diferencial para el punto inicial (2o, yo), o para 
la condición inicial Yy=wp = Yo- 


$ 138. Ecuación de primer orden de variables 
separables y separadas 


4%. Si la ecuación diferencial dada de primer orden y de 
primer grado respecto a la derivada puede reducirse a la 
forma 


hi (y) dy= fa (2) de, (1D) 


entonces ésta se llama ecuación de Variables separables, y la 
ecuación (II) obtenida, ecuación de variables separadas. 

La resolución de una ecuación de variables separadas 
consiste en integrar el primer miembro respecto a y, y el 
segundo respecto a x. Las integrales obtenidas pueden dife- 
renciarse sólo en una constante arbitraria C; esto se denota 
en la fórmula agregando C a una de ellas: 


Y 1 tw) dy=Ú 12 (2) dz +C. | (111) 


A veces la ecuación (1I) se toma en la forma 


Í1 (y) dy + f2 (2) de =0. (Ha) 


Entonces la fórmula (III) toma la forma 
Y (0) dy + ta(2) de=C. (Hla) 


2%. Nota. La ecuación más sencilla de primer grado 
de variables separables es aquélla de la que se parte al 
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introducir el concepto de integral indefinida (capítulo X): 
d 
q =1 (0) 

De ella se obtuvo la ecuación de variables separadas: 
dy =1 (2) de, 


así como su solución general: 
y=1 f (0) dz, 


y si era dado el punto inicial ($ 113, 3%, se obtenía una 
solución particular. 


3%. Ejemplo 4, Hallar la solución general de la ecuación 


Solución. La ecuación dada es de variables separables. En 
efecto, dividiéndola entre y (suponiendo que y =* 0) y multiplicando 
por dx, se obtiene A, que €s una ecuación de variables 


separadas. Aplicando la fórmula (III), se tiene: 
dy A q dz 
$ y 2 $ e 
De aquí 


1 
ln|yl=3 In] 2|4-1n C). 


Potenciando, se obtiene la solución general: 
y=VCz. 

A mí dy 1422 
0 A A PP —— 
4%. Ejemplo 2. Integrar la ecuación de (1F 92) 

Solución. Integrar una ecuación diferencial significa ha- 
llar sus soluciones, o integrales. 

Multiplicando la ecuación dada por (1 + y?) dx, se obtiene una 
ecuación de variables separadas: 


1+a2 


+yhdy=—, 


de, o (14y2) dy=(+=) de. 
Aplicando la fórmula (III), se obtiene: 


Sa+rma=K (E+2) 040, 
y 14 40. 
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De aquí, la integral general de la ecuación dada es: 
1 1 
e EN IS A 
y + 373 ln|z|] q? C. 


5% Ejemplo 3. Resolver la ecuación sen xcos y de + 
+ cos x sen y dy = 0. 
Solución. Esta es una ecuación de variables separables, ya 
que al dividirla entre cos ycosx (suponiendo que cosy +0 y 
cos x +0), se obtiene 
sen x sen y 


COS zx td COS y 
La aplicación de la fórmula (Illa) da 
Ñ sen x dx $ sen y Y_c 
COS x COS y 


dy =0. 


, 


—In[cosx|—In|cosy|=C, o In|cosz|+1n| cos y |:= —C. 
Potenciando, se obtiene la integral general en la forma 


cosxcosy=e"C, donde cos :+0, cosy +0 y C>0. 


Al dividir entre cosxcos y, hemos despreciado las posibles 
soluciones 
coss=0 y cosy=0, 
es decir, 


2o++m +70: devo => + De 


Estas funciones satisfacen efectivamente a la ecuación diferencial 
dada (lo que puede verificarse) y por tanto, son sus soluciones. 
6% Ejemplo 4. Hallar las curvas integrales de la ecuación 
AE y la ye + zx dy = 0, y aquélla que pasa por el punto: 
a) le; e), b , 1). 
S 2 e ( ón. Dividamos la ecuación y ln y de: + x dy = 0 entre 
xy ln y, considerando que x 0, Iny +0 y, por lo tanto, y >0 
e y +1. Se obtiene 


y, en virtud de la fórmula (Illa), 
dx dy 
VA (+) 
La primera integral es tabular; la segunda se halla por medio de 


la sustitución ln y=*, an: 


dy pd de 

Van=S 21m] 1)=1m/Inyl. 

De este modo, se obtiene la integral general: 
ln/-|+1n]|lny|=C. 
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Hallaremos ahora la curva de esta familia de curvas integrales 
que pasa por el punto (e; e). Sustituyendo las coordenadas de (e; e) 
en la integral general, se obtiene: 

lIne+1nIhe=1+4+I1=1+4+0=1; C=1, 


y la ecuación de la curva integral que pasa por el punto (e; e) es: 
In]jz| +Hh|Iiny] =1. 

En la ecuación de la familia de curvas integrales es y >0 e y + 1; 
por esto, no es posible sustituir en ella las coordenadas del segundo 
punto dado (1; 1). 

Sin embargo, la función y = 1 satisface la ecuación diferencial 
dada. En efecto, si y = 1 para todo x, entonces ln y =0 y dy =0 
para qee x, y al sustituir estos valores en la ecuación dada, se obtiene: 
0 =0. 
Esto significa que por el punto (1; 1) pasa la recta integral y = 1. 

7.Sobre la verificación de las solucio- 
nes. La verificación de la solución de una ecuación diferencial se 
efectúa sustituyendo esta solución (o integral) en la ecuación dada. 
Al hacerlo, evidentemente, siempre hay que hallar la derivada de la 
función y respecto a z. 

Detengámonos en el caso en que se ha obtenido la integral general 
e y es, de este modo, una función implícita de x. La derivada de y res- 
pecto a x puede ser hallada sin resolver la ecuación obtenida respecto a x. 

Verifiquemos la solución del ejemplo 2. 
La integral general es 


ys y—in|x| =5 aC. 


Derivémosla respecto a x, teniendo en cuenta que y es función 
de x, que la derivada de y respecto a x es y' = Ll , que y3 es una función 


de la función y de x, y que la derivada de y? se halla como la derivada 
de una función de función (fórmula XI, $ 85): (y?)' = 3y?y'. Obsérvese, 


además, que la derivada In|zx ais (889,59). De este modo, derivando 
la integral general, se obtiene: 


1 1 
PA By ey” ——— 9 = 
y +3 yy" —-—¿—2=0. 
De aquí 
1 +2 0 


(1442) y 


De esto se obtiene 


, 142 1422 An 1+22 
ara: de este modo a AE 


Verifiquemos la solución del ejemplo 4. La integral general es: 
In|z|+1n]|1n y]=C. 


Derivémosla respecto a x, considerando que In|1n y| es una función 
de la función y de x, y que su derivada se halla según la fór- 
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mula (X) del $ 85 y el 5”, $ 89: 
1 1 | 1 4 dy 
O rr e =0; E 
Eliminando denominadores, se obtiene: 
y In y de + x dy=0; 0=0, 


$ 139. Ecuaciones diferenciales homogéneas de primer 
orden 


17. Definición. La función f (zx, y) se llama función 
homogénea de dimensión n (de grado n), si al multiplicar sus 
argumentos x e y por un cierto factor, ésta se multiplica 
por la potencia n de dicho factor; es decir, si 


Í (tz, ty) =1"f (2, y); 
f(x, y) es una función homogénea de dimensión cero, si 
Í (tz, ty) =f (2, y). 


Ejemplos. 1)f (zx, y) = 23 — 2xy? es una función homogénea 
de dimensión tres, ya que al multiplicar x e y por t, se obtiene: 


f(x, ty) =(12)3—2 (tx) (ty)2= 183 21B2y2= 18 (13 —2xy2) =19f (2, y). 
qa 
2D f(, =p es una función homogénea de dimensión 
cero, ya que al multiplicar x e y por £, se obtiene: 


ta, ty) == A E 
1 DS E y) Ra) y24 xy 
=10f (2, y) =f (2, y). 
2. Una función homogénea f (x, y) de dimensión cero es 
función del cociente de los argumentos z : 
En efecto, tomemos a 1/x como factor de los argumentos, 
Como f (x, y) es una función homogénea de dimensión cero, 
se verifica la igualdad 


De aquí 
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Y (1, Y) es una función del cociente de los argumentos z . 


la denotaremos por el símbolo q (2) . Se tiene así que la 
función homogénea de dimensión cero es 


tny=e (2). (IV) 


3”, Definición. La ecuación de primer orden se = 


=f(x%, y) se llama homogénea, si f(x, y) es una función 
homogénea de dimensión cero, es decir, si 


| (z, t)=1(,y).] (v) 


Esta relación tendrá lugar si la función dada f(x, y) 
es un cociente de funciones homogéneas f, (<, y) y fa (x, y) 
de igual dimensión. Por eso se llama ecuación diferencial 
homogénea de primer orden también a la ecuación 


[Fate 9) de + fa(2, y) dy=0, | (VI) 


en la que f, (%, y) y f, (u, y) son funciones homogéneas de 
igual dimensión. 

4”. La ecuación diferencial homogénea de primer orden se 
reduce a una de variables separables por medio de la sustitución 
- =u 0 y = Zu. 

En efecto, si la ecuación diferencial de primer orden 


— = f(x, y) es homogénea, e z = yu, entonces 


fa y=+(4)=0 (u). 


Derivando la igualdad y=xu respecto a x según la 
fórmula de la derivada de un producto, se obtiene: 


dy du 


De este modo, la ecuación =p (a, y) toma la forma 


du 
Up (u), 
y ésta es una ecuación de variables separables. 
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Obsérvese que en su solución general o en su integral 
general, u debe sustituirse por Z. 


5% Ejemplo. Resolver la ecuación (1? + y?) de — zy dy = 0. 
Solución. 23 4 y? y zy son funciones homogéneas de una misma 
dimensión, igual a dos. Esto significa que la ecuación dada es homo- 
génsa, del tipo (VI), y se reduce a una de variables separables por medio 
e la sustitución 


y=xu. 
De aquí 


dy =u dz -+x du 


Sustituyendo las expresiones de y y dy en la ecuación dada, 
se obtiene: 


(124 2243) de—x.xu (u de + 2 du) =0; 
22 (1-4 u3) dr — 22 (u? de -xu du) =0. 


Suponiendo que 22 + 0, se divide la ecuación por x?. Entonces, 
se obtiene: 


dx + u2 de — u2 de — xu du=0; de— zu du=0; 


7 2 
A $ EL $ udu=C; In] |-E=C, 
z x 2 
o, como u=Y , 
Y 
y? 


Esta integral general de la ecuación diferencial dada puede ser 
representada en otra forma. Escribiéndola de la siguiente manera: 


y? 
ln | T I=>3 + In | C lb 
se potencia esta expresión, y se obtiene la integral general en la 
forma siguiente ($ 85,5%): 
1 
x=C-.e 22 : (2) 


—o<r<0, 0<r<+o. 


Obsérvese que la función x=0 también satisface la ecuación 
diferencial dada, lo que puede verificarse directamente. 


donde 


6. Nota. En los cursos detallados de análisis, se 
demuestra que las distintas expresiones de la integral general 
de una ecuación diferencial dada, están ligadas por una 
dependencia determinada, más precisamente, una de las 
integrales es una cierta función de la otra. En el ejemplo 5”, 
la integral (1) es el logaritmo natural de la (2). 
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7. Verificación de la solución del ejemplo. 
Derivando la integral general (2) respecto a x, se obtiene la ecuación 
diferencial 


y2 ya 
2 A ya 27 1 ly y 2221 y? 
120 (y) 007 AA 
y2 
FO "—y2 
C 2x2 TYY y ! a) 


La constante arbitraria C se excluye de la siguiente manera: se 
halla C de (2), y se sustituye la expresión obtenida en (3): 


y? 


z z az zyy' — y? 
C= > d= ÓN E > y . 
e 2x2 e 2x2 
Se obtiene: 
q yy" — y? 
2 ? 
de donde 


224 y9—2y LL o, o (124 y2) dr—zxy dy =0; 0=0. 


$ 140. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 


17 Definición. Una ecuación diferencial se llama 
lineal, si es de primer grado respecto a la función incógnita 
y a sus derivadas. 

Por definición, la ecuación diferencial lineal de primer 
orden tiene la forma 


SL + P (0)y=0 (2). (VID) 


22. La solución de la ecuación lineal 
de primer orden puede hallarse por medio de la 
sustitución 

y =uD, 


donde y y v son funciones derivables de x. Si y=uvb, 
entonces 


y la ecuación dada (VII) toma la forma 
d d 
uo + vq + uvP (x) =Q (x). 
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De aquí 
d d 
o [q + up (a) ]+u q =0(0). (1) 
Supongamos que la función u es tal, que 
d E 
Sub (2)=0. (2) 


De esta condición puede determinarse u, separando las 
variables: 


e —P (x) dx; 


u 


(e $ Po) dx 


Inju]=—| P(=) dz, o u= (3) 


Con la condición (2), la ecuación (1) toma la forma 
d 
u-=0 (2). (4) 


Las dos funciones de x que figuran en esta ecuación son 
conocidas: u está determinada por (3), Q (x) es dada. Esta 
es una ecuación de variables separables; resolviéndola, se 
halla la función vu: 


do=20 qa; v= Marc. (5) 


Conociendo ahora u y v, se halla y=uv. Por lo tanto, 
la ecuación diferencial lineal de primer orden 


d 

SL +P (0) y=0(2) 
puede ser llevada, por medio de la sustitución y =uv, a dos 
eeuaciones de variables separables: 


L +uP(a)=0 y u-2=0(), (VII) 


el producto de las soluciones de las cuales da y. 


22 Ejemplo 4. Resolver la ecuación y'—ytgx=2sen x. 
á Solución. Esta es una ecuación lineal de primer orden, 
onde 


P(2)=-—tgx, Q (1) =2senx, 
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Introduciendo la sustitución y=uv, se hallan u y v de las ecua- 
ciones (VIII): 


T-—utgz=0 y u-L-—250n2 
Se resuelve la primera de estas ecuaciones: 
du pa du , _ ir dl 
=_=t8x- de; ef tez da: In fu|=-—1n|cos z |; y 


La expresión hallada de u se sustituye en la segunda ecuación: 


Se resuelve esta ecuación: 
dv=2senzeoszdx, o dv==sen 2z da; 


$ do —Ñ sen 2x dx +C; v=3 0052240. 


Multiplioando u por v, se obtiene: 


—Lcos2240 
a 


C—-cos 2x 
2 cos x 


3" Ejemplo 2. Resolver la ecuación y+-(1—2x) y =xe"*, 
Solución. La ecuación dada es lineal; 


P (2) =1—2x, Q (1) =xe7*, 


Introduciendo la sustitución y=uv, se hallan u y v de las ecua- 
ciones (VIII): 


du dv e 
q Fu (1—21)=0 Y Ur E, 


Se resuelve la primera ecuación: 
du 
E (204) de; $ == Ñ (2x--1) de; 
Inju|=22—2x; u=e*-*, 


La expresión hallada de u se sustituye en la segunda ecuación: 


xy du 
pa E rd 
De donde 
EA =10 4-7 


de=1e"" da; v= Ñ ze”* de +C. 
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La integral se halla por medio de la sustitución —12=1, zdr= 


= Ty dt, 


A E 
vU= se +€. 


y=uv= ¿Ax ( + e“ c) = a ey Ce o 
De este modo, la solución general es: 
y= E et Cox 
Verificación. Se halla la derivada de y respecto a x: 


y=2e + Co? % (271). 
De la solución general se determina C: 


ye 


pas , 
¿Ax 


y se sustituye en la derivada hallada. Se obtiene así: 


y=2 e —_ o (22 —1) = y (27 —1) + xe-*, 


Sustituyendo la expresión de y” en la ecuación dada, se obtiene: 
(22—1) y +2e 4 (1—2x0) y =xe 7%; ze X= ger, 


$ 141. Problemas que se reducen a la resolución 
de ecuaciones diferenciales de primer orden 


Problemas geométricos 


17 Problema l. Hallar la ecuación de una familia 
de curvas, conociendo que cada punto de la curva de la 
familia es medio del segmento de la tangente trazada a ella 
desde dicho punto, comprendido entre los ejes de coordenadas. 

Solución. Sea 7 (x, y) un punto de la curva de la 
familia, y supongamos que por él se traza una tangente, 
la cual corta a los ejes Ox y Oy en los puntos A y B (fig. 165). 
Por hipótesis, el punto 7 (x, y) es medio del segmento AB. 
Partiendo de las fórmulas de las coordenadas del punto 
medio de un segmento, se halla que las coordenadas A (2x; 0) 
y B (0; 2y) (por hipótesis, « +0 e y +0). 
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El coeficiente angular de la tangente AB, en virtud de la 


fórmula (VID), $ 5, es: » 3 
dy Y. Y 
da 2x0 z 


Se obtiene así la ecuación diferencial de la familia de 
Curvas: 
dy _ y 


dx a” 
La ecuaclón se integra separando las variables: 


d d d ía 
+ =0; Ñ A Iny+1Inx=InC; xy =C 


Esta es una familia de hipérbolas equiláteras, referida a sus 
asíntotas. 

2. Problema 2. Hallar la ecuación de una familia 
de curvas, si en el segmento [0; x > 0].la ordenada de un 


Fig. 165 Fig. 166 


punto de la curva de la familia es proporcional a la super- 
ficie determinada por la curva, los ejes coordenados, y dicha 
ordenada. 

Solución. La superficie del trapecio curvilíneo 
(fig. 166) comprendido bajo la curva en el segmento [0; xl, 
es ($ 125): 


Ñ y de. 
0 
Por hipótesis, la ordenada y, que delimita la superficie 
por la derecha, es proporcional a dicha superficie, es decir, 


y= kk yae. 
0 
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La derivada de una integral definida respecto a su 
límite superior es igual a la función sub-integral: 


kx (fuaz) = ky. 
0 


Se obtiene así la ecuación diferencial de la familia de 
curvas: 


Esta se resuelve separando las variables: 

Y kde: N Y -— a 

q =*kdx; Ñ y =k Ñ d+ C; 
In|y|=%x+1nC. 


Potenciando esta expresión, se obtiene la familia de 
curvas integrales, cuya superficie es proporcional a la 
ordenada que la delimita por la derecha: 


y=Ce?”", 


Problemas de la técnica y de las 
ciencias naturales 


3. Problema 3. En un recipiente se hallan A 
litros de salmuera, que contiene a kg, de sal diluida. Del 
recipiente sale uniformemente salmuera con una velocidad 
de p litros por minuto; al mismo tiempo en el recipiente 
entra agua dulce con la misma velocidad, la cual se mezcla 
inmediatamente con la salmuera, por lo cual ésta se distri- 
buye en forma homogénea en todo el recipiente. Tal proceso 
se llama empobrecimiento de la salmuera. 

Formar la ecuación diferencial del empobrecimiento de 
la salmuera, y hallar cuánta sal habrá en ella luego de una 
hora, suponiendo que A =4001, p = 21 por minuto, 
a =10 kg. 

Solución. Obsérvese que al comienzo del proceso la 

2. ¿7 . a kg e 
concentración de la solución era igual a AT: Fijemos un 
momento de tiempo t£, contando t a partir del comienzo del 
proceso de empobrecimiento de la salmuera. Supongamos 
que en el momento t, en el recipiente quedaban y kg de sal. 
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La concentración de la salmuera en el momento ¿ es igual 


Fijemos otro momento de tiempo £ + Af, mayor que t; 
supongamos que en este momento de tiempo en el recipiente 
quedan y -+ Ay kg de sal. De este modo, en el intervalo At 
la cantidad de sal en la salmuera disminuye en — Ay. 

Puede calcularse Ay aproximadamente, suponiendo que 
At es pequeño, y que la concentración de la salmuera durante 
el intervalo At queda igual a la del momento , es decir, 


igual a q. . Durante el intervalo de tiempo At salen p At 
litros de salmuera, cuya concentración es igual a 4.58 , por 


lo que en la salmuera que salió hay LP «At kg de sal. 
Por lo tanto, 
P 
Ay = = 4" yAt. 


En esta igualdad el error de la aproximación disminuye al 
disminuír Af, y — G «YyAt depende de At en forma lineal; 


por lo tanto, — E-yAt es la parte principal del incremento 
Ay, es decir, tiene lugar la igualdad exacta 
P 
dy = A "Y dt, 
de donde 
dy _ P 
E 


Esta es la ecuación diferencial del proceso de empobrecimien- 
to de la salmuera. 

Para resolver el segundo punto del problema, hallaremos 
la solución general de la ecuación diferencial, y de ésta, la 
solución particular con la condición inicial: si + = 0, enton- 
ces y =a= 10. 

Separando variables, se halla que 


ly = —L dt; ¡L= > $ dt +1nC; 


y 
P A 
Iny=-——Gt4+InC; y=Ce 4 
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Hallemos C, sustituyendo en la solución general t=0, 
y =10. Se obtiene: 


10=Ce%; C=10. 
Por lo tanto, para P=2, A=100, C=10, se tiene que: 
y = 10e-0.02t, 
Para t=60 
y = 10e-1:2 2,8 (kg.). 


4. Problema 4. Agreguemos a las condiciones del 
tercer problema la siguiente: la salmuera que sale del reci- 
piente, entra en un segundo recipiente con la misma capaci- 
dad de 4/, que originariamente está lleno da agua dulce; 
en él se mezcla de inmediato, y sale uniformemente del 
recipiente con la misma velocidad de p litros por minuto. 

Hallar la ecuación diferencial del proceso de variación 
de la salmuera en el segundo recipiente, y determinar cuánta 
sal habrá en él luego de 1 hora. 

Dar la solución en forma numérica, suponiendo que 

= 1001, a = 10 kg, p = 21 por minuto. 

Solución. Fijemos un momento de tiempo t. Según 
la solución del tercer problema, en el momento £ en el pri- 
mer recipiente habían 10e7%.%* kg de sal y, por lo tanto, 
quedaba una salmuera de concentración igual a 


10e7—0»02t it kg 
e a a E 
Considerando que esta concentración de la salmuera no 


varía durante un intervalo pequeño de tiempo At, se halla 
que del primer recipiente pasan al segundo 


0,1e-0:02:2Af=0,2e-0.02Af (kg de sal). (1) 


Sea z la cantidad de sal en el segundo recipiente en el 
momento t. En el intervalo At, del segundo recipiente salen 


—10624t= —0,022At (kg de sal). (2) 

El incremento Az de la cantidad de sal z en el segundo 
recipiente durante el intervalo de tiempo At, es la diferencia 
entre la cantidad de sal que entra (1) y la que sale (2), es 
decir, 


Az = 0,2e-0,02A8 —0,02zAt; Az = (0,280.02 — 0,022) A£. 
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Esta igualdad es aproximada; su segundo miembro es la 
parte lineal principal del incremento Az, es decir, tiene lugar 
la igualdad exacta 


dz =(0,2e-0.02%2 — 0,022) de. 


Esta es la ecuación diferencial del proceso de variación 
de la cantidad de sal en el segundo recipiente. Escribiéndola 
en la forma 


E 4-0,022 =0,20-0.02, (3) 
se ve que esta ecuación es lineal. La resolveremos introdu- 
ciendo la sustitución 
z=u(t)v(t), o más brevemente: 


dz dv du 
¿=U0 4 Gp 0 Gp 


Sustituyendo estos valores en la ecuación (3), se obtiene: 
dv du E —0,02%. 
u 7 +1 37 + 0,02uv = 0, 2e , 


v ($ +0,02u) +u-L7-—=0, 20-002, 


Haciendo se obtiene entonces: 
S-+0,024=0, u 7 =0,20-0.02, 

se halla que o, do _ -0,02t. 4__pg9. 
pa q e-0 02. =0,2e 0,02%; 7 = 0,2; 
e dv=0,2dt; v=0,2t +C. 
Inju|= —0,02+ 

u =e-0,02 

z=ub; z=(0,2t + C)e-0.02t, (4) 


Determinemos C partiendo de los valores iniciales: en el 
segundo recipiente al comienzo del proceso es £ = 0, y la 
cantidad de sal es z = 0. Sustituyendo estos valores en (4), 
se obtiene € == 0. Por lo tanto, la cantidad de sal en el 
segundo recipiente luego de ¿ minutos es 


¿=0, 2te-0,02! (kg), 
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Para ¿=60 (al cabo de 1 hora), en el segundo recipiente 
habrán 


z=0,2.60€-0»02-60 = 42-112 x= 3,6 (kg) 


de sal. 

5”. Problema 5. La ley de desintegración del radio 
consiste en que la velocidad de desintegración en cada mo- 
mento de tiempo es proporcional a la cantidad de radio 
existente. Determinar la ley de desintegración del radio en 
función del tiempo, si al principio (para ¿= 0) habían 
Roy g de radio. 

Solución. Supongamos que en los momentos de 
tiempo t y t + Af la cantidad de radio era R y R + AR. 


El cociente E es la velocidad media de desintegración del 


AR_ a 
de 

es la velocidad de desintegración del radio en el a 
de tiempo t£. Por hipótesis, al crecer £, R disminuye, por lo 
que la derivada mi es negativa; por hipótesis ésta es pro- 
porcional a R. Designando el coeficiente de proporcionali- 
dad por 4 (A > 0), se tiene: 

dR 


radio durante el intervalo de tiempo Af, y lim 7 


que es la ecuación diferencial de la desintegración del 
radio. 
Integrando la ecuación (1), se obtiene: 


LE ——2dt; InR=—M-+InC, 


R 
R=Ce-H 


Partiendo de los valores iniciales t=0 y R=R,, se 
determina C: 
R,=Ce-%; C=Ro 


Sustituyendo este valor de C en la ecuación (2), se 


obtiene: 
o 


Tal es la ley de desintegración del radio en función del 
tiempo É. 
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El coeficiente A se determina experimentalmente. Supon- 
gamos, por ejemplo, que empíricamente se ha establecido 
que en to años se desintegran p% de Ry y, por lo tanto, la 
cantidad de radio al pasar tf, años se hace igual a 


E pS e 
Ro— ig Ro=Ro (1 — 55) - 
Pero en virtud de la ley (3), al pasar ty años ésta será 
igual a 
Rye Mo, 
Por lo tanto, se tiene la igualdad 


Ro (1-75) = Rge—+o 


de la cual se halla A: 


Mo =4 — ¿$7 —Mo= n (1255) á 
)»=—3 In (1H) se 


6”. Hallaremos la relación entre la constante 4 y el perío- 
do de semidesintegración del radio (de este modo se llama el 
tiempo durante el cual se desintegra la mitad de la cantided 
original de radio). 

Denotemos por vt el período de semidesintegración. 
Según (4); se tiene 


1 50 1 1 
O 
_1n2 
PA . 


Fue establecido empíricamente que, por ejemplo, para el 
isótopo del radio Ra, 4 := 0,000429, El período de semi- 
desintegración es, entonces, 


In 2 0, 69315 


TZ 7000479 — 1.0009 1616 (años). 
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$ 142. Ecuaciones diferenciales de segundo orden 
que se reducen a ecuaciones de primer orden 


19. La ecuación diferencial de segundo orden del tipo 


DY $0), (IX) 


da? 


donde f (x) es una función continua de x, se resuelve del 
2 
siguiente modo: haciendo dy —29e tiene 224 =%. Por 
dx dx? de 
lo tanto, se obtiene la ecuación de primer orden: 
dz 
qe =Í (2); da=f (2) dz. 
De aquí 


¿= Ñ Ha) d2="P (2) +-C,. 
Sustituyendo z por ia derivada E se obtiene: 
dl (1) 4 Ci dy=F (2) de +C, dx; 
y=6 F (2) de+C,Í da +Cz. 


22 Ejemplo 1. Hallar la ecuación de la curva y=(x), si 


1) E = 622, 2) la curva pasa por el punto (1; 2), y tiene en dicho 
punto una dirección igual a 3 (se llama dirección de una curva en 
un punto a la dirección de su tangente en dicho punto). 


2 
Solución. Integremos la ecuación diferencial 4 6x2, 
dy d2y dz dz 


1 e i = — AAA 2 
Haciendo da =* se obtiene a a 6x 


d2=6x? dx; Ñ de=6 k a2dr4 Cy; 2=2084C,, 


dy 233+C4. (1) 


A 


Integrando esta ecuación, se halla que 
1 
Y=>3 xi 0/24 Co. (2) 


Se obtiene así una familia de curvas integrales que depende de 
dos parámetros variables, los cuales son las constantes arbitrarias Cy 


y Cz2. 
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Por hipótesis, de esta familia debe hallarse una curva, para la 
cual C, y C, se determinan por las dos condiciones iniciales: 1) la 
curva pasa por el punto (1; 2), 2) la dirección en dicho punto, o sea, 


la derivada Est A , es igual a 3. 


dí 
Sustituyendo r=1, y=2,. Tas en (1) y (2), se obtiene: 
3=24C;y; Ci=1; 
IS POLOS its 
t E 1+ 2> 1 2 3! ena: 


La ecuación buscada de la curva es: y= 0414 s 


3. Ecuaciones del tipo 
da 
qn=F()- (X) 


Solución. Se hace Me, Entonces 


d ; Le 
puesto que == 2 Por lo tanto, se obtiene una ecuación 


de variables separables 


d 
a :=10) 
De aquí se tiene 
2 dz= f (y) dy. 


Integrando, se halla z, y luego, sustituyendo z por E : 
se obtiene una ecuación de variables separables y y z. 


4. Ejem p lo 2. Problema de la segunda velocidad cósmica: 
determinar la velocidad mínima con la que hay que arrojar un cuerpo 
de la Tierra verticalmente hacia arriba, para que éste no vuelva a 
ella. No tomar en cuenta la resistencia del aire. 

Solución. Sea M la masa de la Tierra, y m la masa del cuerpo 
arrojado. Sobre un cuerpo arrojado verticalmente hacia arriba actúa 
la fuerza F de la atracción de la Tierra. Según la ley de Newton, esta 
fuerza es una magnitud variable, y en cada momento de tiempo : es 


y paa 


r2 ? 
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donde f es un coeficiente, llamado consante gravitacional *; r es la 
distancia entre los centros de la Tierra y del cuerpo en el momento de 
tiempo £. 

La fuerza F imprime a la masa m en el momento ¿ una acele- 

E : : d?r x 
ración negativa, igual a HE * En virtud a que la fuerza es igual 
al producto de la masa por la aceleración, se tiene: 

d?r 


P= M3 . 


Igualando las expresiones de F', se obtiene la ley diferencial 
del movimiento del cuerpo arrojado: 


d2r 1 
q MA (1) 
Esta es una ecuación diferencial de segundo orden del tipo (X). 
La resolvenemos según fue indicado en el 3% para y=r y c=1. 
z dr R 
Haciendo a > se tiene: 


dr dv dv dr dv 


dv 1 
Pri ¡MG 


Separando las variables, se obtiene 


dr dr 
vdo=—1M ; $ vdv= —¡M Ñ HC; 


A= m4, 2) 


Para determinar el valor de C se tiene la condición inicial: 
en el momento £ = 0 de arrojar el cuerpo de la superficie de la Tierra, 
r = R, que es el radio de la Tierra, y la velocidad v es igual a la velo- 
cidad con die se arroja el cuerpo, v= up. Sustituyendo estos valores 
en (2), se halla C: 

1 


du po, 6 HL 3 
PIM +0; CH MM. (3) 
En el momento t=0 de arrojar el cuerpo de la superficie de la 


Tierra, la fuerza F es la fuerza de la gravedad, la cual es igual 
a mg, 


Mm 1 
PEE de donde ¡M-=8kr. 


Sustituyendo en (3) el sustraendo por su magnitud igual gR, 
se obtiene 
A 
n= 2 — E, 
* La constante gravitacional es igual a 6,67-10-8 cm3/g. seg.?. 
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y (2), para este valor de C, da 
2 1 v? 
M4 (GR). 


o=+Y/ 21m L 4 (03—28R) (%) 


Para que el cuerpo arrojado hacia arriba no vuelva a la Tierra, 
su velocidad » debe ser positive para todo r, lo que significa que la 
expresión subradical debe ser también positiva. El sumando 


21M -L<0, pero para r suficientemente grande puede ser arbitra- 
riamente pequeño. Por eso, es necesario que 
v¿—2gR > 0; 


vo > V2gR. (5) 
Es conocido que g=9,81 m/seg?2, R=638-101 m. Por lo tanto, 
debe ser: 
vo > V2-9,81-638- 101 = 112-102 (m/seg) =11,2 (km/seg). 


De este modo, el cuerpo no vuelve a la Tierra si se lo arroja verti- 
calmente hacia arriba con una velocidad inicial »y > 11,2 km/seg 
Esta velocidad se llama segunda velocidad cósmica. 


$ 143. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 
de segundo orden con coeficientes constantes 


1%. Por definición ($ 140, 1”), la ecuación diferencial 
lineal de segundo orden tiene la forma 


y +p()y +0 (20) y =F (2). 


Si P (x) y Q (x) son constantes, y F (1) = 0, entonces la 
ecuación lineal de segundo orden se llama homogénea con 
coeficientes constantes. 

De este modo, la ecuación diferencial lineal homogénea 
de segundo orden con coeficientes constantes es una ecuación 


del tipo 
| y +py'+qy=0, | (XI) 


donde p y q son números dados. 
2. Sean yi € ya dos soluciones de la ecuación (XI). 
Definición. Las soluciones y, e y, se llaman lineal- 
mente dependientes en el segmento la, bl, si para cualquier 
valor x de este segmento es y, = AYy,, donde A es un cierto 
número, y se llaman soluciones linealmente independientes, 
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si no existe tal número A, es decir, si el cociente Ml no es 
2 


constante en el segmento [a, bl. 

3, Teorema 41. Al producto de una solucion y, de la 
ecuación (XI) por un número constante C arbitrario, es también 
solución de la ecuación (XI). 

Demostración. Se sustituye Cy, en la ecuación 
(XD: 


(Cy Y” + p (Cy) +0Cy=C (y, + py, + qui) =C-0=0,0=0. 


Aquí y, + py; + qYyí = 0, como resultado de sustituir en la 
ecuación (XI) por y su solución. 

De este modo, O = 0, y Cy, es solución de la ecuación 
(xD. 

Teorema 2. La suma de las soluciones y, e y, de la 
ecuación (X1) es también una solución de (X1). 

Demostración. Sustituyendo la suma y, + ya 
en la ecuación (XI), se tiene: 


(Y + y)" + Pp (Y 4 Ya)" + (Ya + Y2) =Yi + Ya + PY + 
+ Pyo + 9Ys + 9Y2= (Y, + Pyi + qYa) + (Ya + PYa + 042) = 
=0+0=0, 


ya que en los paréntesis están los resultados de sustituír en 
la ecuación (XI) y por sus soluciones y, € yz. 

De este modo, 0 =0, e y¡ + y, es solución de la ecuación 
(XD), que es lo que se quería demostrar. 

Teorema 3. Si y, e ya son soluciones linealmente 
independientes de la ecuación (XI), y Ci y C, son constantes 
arbitrarias, entonces 


y = Cry + Coya 


es la solución general de la ecuación (XI). 
Sobre la demostracion. El hecho que la función 


y =Ciy + Coya 


es solución de la ecuación (XI) para valores cualesquiera 
de C, y de C,, se deduce de los teoremas 1 y 2. 
Según el teorema 3, y = C¡y1 + Coya es la solución 
general, Esto significa que ésta posee la siguiente propiedad: 
para valores iniciales arbitrarios: y = yo € y” = y, si 
x = £o, la ecuación y = Cyyi + Cyya da el siguiente sistema 


(XID) 
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de ecuaciones respecto a las costantes arbitrarias C, y C,! 


Yo = C1Y 10 +CoYzos 
Yo = CiY io + CoYanos 
donde 
Y1o = (Y1)x=xo> Yao = (Y2)a=xo1 
Y io = (Y¡)a=xo+ Yao = (Ya)a=x0> 
el cual tiene una solución única C,, Ca. 
Sustituyendo en (XII) C, por su valor C, y C2 por 
su valor C,, se obtiene la solución 


y: =Ciy1 +Coyo, 
la que satisface las condiciones iniciales dadas. 

La demostración de que el sistema (+) tiene siempre una 
solución C,, C, y sólo una, sale de los límites del presente 
CUISO. 

4”. Según el tercer teorema, la solución general de una 
ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden se 
habrá hallado si se encuentran dos soluciones particulares 
de ésta linealmente independientes. 

Pueden hallarse dos soluciones particulares, si se aplica 
la sustitución 

y=e%, y=ke*, y =hke*", 
La ecuación (XI) toma entonces la forma 
k2e*" + pke** + qe**=0, o bien e** (k? + pk-+q)=0. 


Puesto que e** +0, se tiene 


| 24 pk+q=0. | (XIID 


La ecuación (XIII) se llama ecuación característica de la 
ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden. 

Son posibles los. siguientes casos: 

1) las raíces de la ecuación (XIII) son 
números reales diferentes:k,x< ko. 

Entonces yy =e'* u y, = et*x* son dos soluciones 
linealmente independientes de la ecuación (XT), y su solución 


general es 
| y =Cyetax 4 Cyetas; | (XIV) 
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2) Las raíces de la ecuación (XlID) son 
reales e iguales: ki = ko. 

En este caso una solución particular es y, = e*1*, Como 
segunda solución particular puede tomarse y, = xe*1x, lo 
cual se demuestra en los cursos detallados de análisis. 

Las soluciones y, =etw* e y, = xetx* son linealmente 
independientes, puesto que Y2 = xx const. Por esto, la 


solución general de la dcuabión: (XT) es, según el teorema 3, 
y =C ¡ete 4Coretr, o y=e tr (C,+Coax0); (XV) 
3) las raíces de la ecuación (XIII) son complejas: 
k=0a-+iB ko=0a—if. 


En los cursos detallados de análisis se demuestra que la 
solución general de la ecuación (XI) es en este caso la 
siguiente: 


y = eax (Cy cos Pa + Co sen fx); (XVI 
4) las raíces de la ecuación (XIII) son imaginarias 
puras: 
kj = Bi, k¿= — Pi 
Esto sucede en el caso en que p=0 y q= —f?i2=Pp?, 
La solución general es, en este caso, 


y =C ¡cos Pz + C¿ sen Bx. (XVID 


5%. Ejemplos. 1) Resolver la ecuación y” + 2y' — 3y = 0. 
Solución. La ecuación característica de la ecuación dada es 


12+-2k—3=0. 
Sus raíces son: ki 2=-—1H Y1+3=—1+2; ky=14. ko=-—3, 


es decir, las raíces son números reales diferentes. La solución 
general es (XIV) 


y =C ye + Cge73z, 


2) Resolver la ecuación y”—-6y'+9y=0. 
Solución. La ecuación caracteristica es 


k2—6k49=0, o (k—3)2=0, k¡=kpo=3. 
La solución general es (XV): 
y =03% (C ¡4 Cox). 


3) Resolver la ecuación y”-+ 4y”-+13=0. 
Solución. La ecuación característica es: 


24-4k4-13=0, sus raíces son ky,¿=—2+3i, 
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es decir, las raíces son complejas, y además a=-—2, P=3. La solu- 
ción general es: 


y =e 2 (C, cos 3x4 Ca sen 32). 


4) Un punto material de masa m está colgado de un resorte 
(fig. 167). Si se desplaza un poco el punto hacia abajo, y luego se le 
suelta, éste comenzará a efectuar oscilaciones 
rectilíneas. La fuerza bajo cuya acción se 
efectúan las oscilaciones es, como muestran los 
experimentos, apor al desplazamiento 
s y está dirigida en sentido contrario a éste. 
Hallar la ley del movimiento (despreciar la 
resistencia del aire). 

Solución. Según la ley de Newton la 
fuerza, bajo cuya acción se efectúa el movimien- 
d2s 
di2 * 
proporcional al desplazamiento s y está dirigida 
en sentido contrario a éste, es decir, es igual 
a —ks, donde k es el coeficiente de proporcionalidad. Por lo tanto, 
se tiene la siguiente ecuación ditareacial del movimiento del punto 
material suspendido: 

d2s d2s k 


Mm—=— i TE ——$. 
qe ks, O bien qe > 


to, es igual a m Por hipótesis, la fuerza es 


Fig. 167 


Para destacar que Z >0, hagamos Ear, Entonces, se tiene 


2 
E +ats=0, 


que es una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden 
(donde y=s y x=). Su ecuación característica 
k2402=0 
tiene raíces imaginarias puras ky, ==. La solución general es 
s=C cos wi +- Ca sen mt. 
Introduzcamos otras constantes arbitrarias A y Op, haciendo 
Ci¡=AsenO0oy y Ca=4ACos Mp. 
Entonces 


s=4A sen 0 Cos 0 -- A cos (dy sen 0 = A (sen 0f cos Mp -4- cos Mt sen Wp), 
53 
s=4 sen (0¿-+ 09), donde o= PE 


Como se ve, el punto material efectúa oscilaciones armónicas con 
amplitud A y fase inicial 07 *. 


* Para la verificación, véase el ejemplo 2 del $ 95. 
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D. SUPLEMENTOS 


CAPITULO XIIóM 


DERIVACIÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


$ 144. Derivadas parciales y diferenciales parciales. 
La diferencial total y su aplicación 


47. Si una magnitud depende no sólo de una variable 
independiente u, sino de dos o más, se llama función de 
dos argumentos x e y. Por ejemplo, el volumen de un gas 
es una función de dos variables: de la temperatura y de 
la presión; la cantidad de calor que se desprende de un 
conductor es una función de tres argumentos: de la inten- 
sidad de la corriente, de la resistencia del conductor y del 
tiempo. 

Supongamos que u es una función de varios argumen- 
tos, de tres, por ejemplo: 


u=f(x, Y, z). 


Demos a una cualquiera de las variables independientes, 
por ejemplo a x, un incremento Áx, conservando constan- 
tes los demás argumentos, con lo que u recibirá un nuevo 
valor: 


u-+ Anu= f(x Az, y, 2). 
Restando del segundo valor de la función el primero, 


obtendremos el incremento parcial de la función u con 
respecto a 2: 


Azu=f(x+ Az, y, 2) —f (2, y, 2). 
El límite de la razón del incremento parcial de la 


función u con respecto a zx, relativa al incremento Ax al 
tender éste a cero, se llama derivada parcial de u con res- 


Ñ du , 
pecto a x y se designa por AS 
du SA im f(2+Az, PA 2)—](x, Y, 2) 
Ax=0 Az j 
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Análogamente, si consideramos a y variable indepen- 
diente, y a x y z, constantes, la derivada parcial de u con 
respecto a y es: 


Edo lim f(x, y+Ay, 2—f(x, y, 2) . 

dy Ay>0 Ay y 

la derivada parcial de u con respecto a z es: 
du lim F(z, y, 2+42)—]f (2, Y, 2) 

0z Az=0 Az : 


2. Las derivadas parciales se hallan por medio de las 
fórmulas y reglas de derivación de la función de un argu- 
mento (eapíedo VID, porque al hallar la derivada par- 
cial con respecto a x, u se considera como función de un 
solo argumento x, y con respecto a y se considera como 
función de un solo argumento y, etc. 

Ejemplo. u = z?y%*, hállense las derivadas parcia- 
les con respecto a £, y y z. 


. 7 u . 
Solución. ¿=2xy%* (res variable; y y z son cons- 


tantes); 

e = 3x*y32* (y es variable; x y z son cons- 
tantes); 

me = 4x?*y?z* (z es variable; x e y son cons- 
tantes). 


du , ? 
Tengamos en cuenta que 7 es un simbolo conjunto 


y no una razón 

3”. El producto de la derivada parcial de una función 
con respecto a Cierta variable, por ejemplo a zx, por la 
diferencial de esta variable dx, se llama diferencial par- 
cial de la función con respecto a esta variable. 

La diferencial parcial de la función u con respecto a la 
variable x se designa por medio del símbolo d,¿u. Según la 
definición: 


4%, En los suplementos del análisis, a menudo es nece- 
sario determinar el incremento de una función, dependien- 
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te del incremento de todas sus variables independientes. 
El incremento de la función u y la suma de los incrementos 
parciales con respecto a todos sus argumentos son diferen- 
tes. Por ejemplo, la función u = xy tiene los incrementos 
parciales Azu y Ayu, rayados en la figura 168, y el incre- 
mento total Au se diferencia de la suma Ázu + Ayu en la 
magnitud Áx-Ay. 

Para el cálculo aproximado del incremento de la fun- 
ción u = f (2, y), se emplea la fórmula: 


En los cursos superiores de análisis se demuestra que 
si la función u= f(x, y) está definida para a <xr<b, 
c<y<d, tiene derivadas paciales 
respecto a x e y, y estas derivadas 
parciales son funciones continuas en 
el punto (zx, y)*, el incremento Au se 


diferenciará de la suma ma de + y 

Fig. 168 en una infinitésima de orden superior 
a |Az|+|Ayl. 

En estas condiciones, la suma 72 de + 7 dy se llama 


diférencial total de la función u y se designa por medio de du. 

Se ve, pues, que representa la suma de las diferenciales 
parciales de la función u, que posee las condiciones seña- 
ladas, tomadas con respecto a todas sus variables inde- 
pendientes: 


du 0u 
du =-5 de 4-5: dy (1) 


El concepto de la diferencial total puede hacerse ex- 
tensivo también a una función que tenga más de dos varia- 
bles independientes. 


5%. Ejemplo. Hállase la diferencial total de la función 
T 
=arctg—. 
u g y 
* La función u = f (x, y) se llama continua en el punto (x, y), 


si a los incrementos infinitesimales Az y Ay de los argumentos x e y 
les corresponde el incremento infinitesimal de la función 


Au = f(x + Az, y + Ay)— Í (z, y). 
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Solución. Derivando con respecto a x, se tiene: 


a o 
dl (2) y Py” 
y 
Derivando con respecto a y, se tiene: 
e 
7 24 ya” 
La diferencial total: 
da y de el x dy e y dx —x dy 
ay Ry ay 


6%. Ejemplo. Hállense los incrementos exacto y aproximado 
del volumen de una cisterna cilíndrica al aumentar su radio desde 
2 hasta 2,01 metros, y la altura desde 4 hasta 4,02 metros. 

Si la cisterna se ha fabricada del acero en chapas del espesor de 
1 cm, este problema puede formularse aun así; al conocer las dimen- 
siones interiores de la cisterna r = 2m y h = 4m, determinar cantidad 
de chapas de acero que necesita para su fabricación. 

Solución. Designemos el volumen de la cisterna por medio 
de u, el radio por medio de x y la altura por medio de y. En ese caso, 
u = mx?y es una función de dos variables, y la variación exacta del 
volumen: 

Au=n2,012.4,02—5-22.4= xx (16,241202—16) =0, 2412021. 

El valor aproximado de la magnitud de la variación del volumen: 

du= 2nxy de + na? dy =x (2-2-4-0,01 + 22.0,02) =0,2471. 


La diferencia Au — du = 0,001202 es muy pequeña. De aquí 
que la diferencial total de una función se emplee a menudo en los 
cálculos aproximados de los valores de una función de varias variables. 


77. Supongamos que x, y... z son valores aproximados 
de: los argumentos obtenidos de una medición con errores 
Az, Ay, ..., Az, y que z + Az, y + Ay, ..., 2 + Az son 
sus valores reales. En ese caso x, y, ... z, determinan el 
valor aproximado de la función u, y + Az, y + Ay, ..., 
z + Az determinan su valor real u + Áu, 

El error absoluto de la función es | Au |, y su error rela- 
tivo, de acuerdo con la determinación señalada del valor 


de la función, es pa ; 


Como en la mayoría de los casos, el cálculo de Au es 
una operación matemática difícil de resolver, y como du 
puede hallarse sin grandes dificultades por medio de las 


fórmulas de la diferenciación, el error relativo se toma 
du 


igual a 
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8%. Ejem plo. Hállese el error resultante al calcular el volumen 
de un Marie lepipedo rectangular si al medir sus aristas se han come- 
tido pequeños errores. 

Solución. Supongamos que al medir el paralelepípedo rectan- 
gular se han obtenido las longitudes de las aristas x, y, z, y se han 
cometido los pequeños errores Ax, Ay, Az. En consecuencia, al cal- 
cular el volumen resulta un error igual a Au. 

Si los errores Az, Ay, Az son suficientemente pequeños, el error 
del cálculo de Au se puede considerar aproximadamente igual a du. 

Como u = x-y-2, 

du=y:2-dil- 2.3 dy +x-y-dz. 
Dividiendo cada término por u=x-y-z, Se tiene: 


du de dy |, | dz 
CIDE | e 

Si el error de cada medición no pasa del 1%, por ejemplo, el error 
cometido al calcular el volumen del paralelepípedo no excederá del 3%. 


$ 145. Derivación de la función implícita 


4%. Si la dependencia de la función y con respecto al 
argumento x viene expresada por medio de la ecuación 
F (z, y)=0, 
que no está resuelta respecto a yy, se denomina a y función 

implícita de zx. 
Veamos cómo se puede hallar la derivada de la fun- 
ción implícita y sin resolver la ecuación, suponiendo que 
en el campo dado de los valores 
y de x, y, exista derivada, lo que 
se expresa en que puede ser trazada 
una tangente en el punto xa la 
curva F (x, y) = 0. Consideremos 
a F (zx, y) como una función 
x u=F (z, y), cuyos valores son 
todos iguales a cero. Hallemos 
la diferencial total de la función: 


OF OF 
du = 97 + ay dy =0, 


Fig. 169 que es igual a cero, porque 

todos los valores u = 0, por 

lo tanto, todos los valores Au = 0. Dividiendo cada término 
de esta igualdad por dx, se tiene: 


9F  0F dy 
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(12) 


2. Ejemplo. Hállese la derivada de la función y, que 
se determina por medio de la ecuación: 


1234 y3—3axy=0. 


Esta ecuación determina la curva llamada hoja de Descartes 
(fig. 169). Según la fórmula (IT), se tiene: 


OF 
dy ox 312—3ay  ay—«u? 
di  C9F 7 3y3—3a% y2—azx"' 
dy 


3. Ejemplo. Hállese la ecuación de la tangente a la elipse: 


z 


Solución. La ecuación de la tangente es: 


+ yy en el punto (xy; yy). 


dy; 
A desc —L (a 21). 


Hallemos Ed de la ecuación de la elipse E Y 1-0 r 
emos > Psoe ata =0U po 


medio de la fórmula (II), sin resolverla respecto a y: 


ge, ee 
dy Óx a bx dy __ dx 
dz OF 2y ay * dry ay," 
Oy p2 
Sustituyendo el valor de e en la ecuación de la tangente 
1 
se halla: 
biz 
ANS (121), 
o 


a? (yy— yi) + b?(21,—11) =0. 


Dividiendo cada término por a?b2, resulta: 


319 


de donde: A . 
TL Yy1 Ti Yi _ 
“22 $2 7" gl Si p2 =1, 


y por consiguiente, 


1 YA 
a? p2 


Esta es la ecuación de la tangente a la elipse. 


4”. La fórmula obtenida (II) de la derivada de una 
función implícita de una sola variable puede aplicarse 
para la determinación de las derivadas parciales de una 
función implícita de varias variables. 

Supongamos, por ejemplo, quela dependencia de la función 
z de dos argumentos x, y viene expresada por la ecuación 


F (x, y, 2) =0, 


que no está resuelta respecto a z. En este caso, la función 
z es una función implícita de dos argumentos x e y; supon- 
gamos que esta función tiene derivadas parciales en un 
campo dado de los valores de zx e y. 

Suponiendo que y es constante y que x es la variable, 
según la fórmula (II) resulta: 


OF 
dz. Ox 
d2  — 9r o" 

Oz 


Suponiendo x constante e y variable, según la misma 
fórmula (II), resulta: 


OF 
dz OY 
dy 0F 
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CAPITULO XIV 


DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES DE POTENCIAS 


$ 146. Definiciones 


1. Se llama serie a la expresión: 
Uy UU... ln... 


en la cual u,, Uz, Uz, ... Un, -. .—llamadas respectivamente 
primero, segundo, tercero, etc. términos de la serie—son 
números formados de acuerdo con una regla determinada en 
dependencia del número del término. 

La magnitud del término u, es función de su número n. 
Una serie infinita está determinada si se da la fórmula 
o la regla para encontrar cualquier término de la serie en 
dependencia de su número. Por ejemplo, una progresión 
geométrica indefinidamente decreciente está determinada 
si se conoce su primer término a y la razón q, porque cual- 
quier término enésimo de ella puede averiguarse por medio 
de la fórmula u, = aq". 

2. Si sumamos los n primeros términos de la serie infini- 
ta Uy + Ug + Ug+...+un+..., la suma obtenida s,, 
de los n primeros términos de la serie, 


Sn = Uy + U2 4 UgH . «» “EUn; 
se llama suma parcial* del número n. La magnitud de la 
suma parcial cambia en dependencia del valor de n. Si al 


crecer indefinidamente el número de términos n, la suma 
parcial s, tiene como límite s, 


lim s, =8S, 


n>oo 


se dice que s es la suma de la serie infinita, y que la propia 
serie es convergente. Sin embargo, si s, no tiene límite, la 
serie se llama divergente. 


* O una suma particular del número r, 
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La serie a+aq+aq? +... aq" +..., siendo |q|< 1, 
es convergente, su suma es si» y la llamaremos serie 
geométrica. 

La serie 1+1+1>+...+1-+... es divergente, porque 
su suma parcial s,, igual al número de términos n, crece 
indefinidamente. 

La serie 1—1+1—1+1-—1+... es también diver- 
gente, porque s, es aquí igual a 1 o a 0, y al crecer n indefi- 
nidamente, no tiende a un límite. 


$ 147. Condición necesaria para la convergencia 


4%. Para cualquier serie 
Sp = Uy + Ug | Uza +... + Un4 + Uns 
Sn-1= Uy + UH Ugo... A Un-1> 
Restando, se tiene: S, — Sn41 = Un. 
Si una serie es convergente, al crecer n indefinidamente 
Sa Y Sn, tienden a un mismo número determinado s, a su 


límite, por lo que su diferencia u, tiende a cero. 
Por lo tanto, para una serie convergente se tiene lim u, =0 


n->00 
Por eso, si el término enésimo de la serie no tiende a cero, 
al crecer n indefinidamente, la serie es divergente. 
2”, Esta condición no es suficiente. 


Ejemplo. La serio Ly to be 
se llama armónica. Es evidente que de término enésimo de la 
serie armónica a tiende a cero cuando n crece indefi- 


nidamente. 
Veamos, sin embargo, cómo esta serie es divergente; 
para eso la escribimos de nuevo del siguiente modo: 


tl) +r+7+3)+ 
+ls+ot--+5)+... (1) 
y tomamos la siguiente serie: 
O 
+++ +5) +. (2) 
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En la segunda serie, cada suma encerrada en paréntesis 
es igual a > por eso, la segunda serie puede escribirse así: 


4, 1.1 1 
RE ele a ceockg+ ... (3) 


Al crecer indefinidamente, el número de términos de 
la serie (3), su suma crece indefinidamente. Los términos 
correspondientes de la serie armónica son mayores que los 
términos de la serie (3) o son iguales a ellos, y por eso, 
la suma de los términos de la serie armónica crece con 
mayor razón indefinidamente, por lo que la serie armó- 
nica es divergente. 


$ 148. Convergencia condicional y absoluta 


1%. Tomemos la serie: 
1 1 1 1 1 
=P 
Examinemos la suma de los 2n primeros términos de 
ella. Presentemos esta suma como sigue: 


m> (14) (E) 
Ho) ee taa) Se 


y también así: 


1 1 1 1 1 1 
=t-[(3-3) + (1-5) + (5-7) ++ 
1 1 1 
53 (2-21) +37] j (2) 

Cada diferencia encerrada en paréntesis es positiva. 

Por eso, de la (1) se deduce que la suma s», es positiva 
y crece al aumentar n; de la (2) se deduce que no es mayor 
que el primer término, es decir, que Í. 

Pero, si la suma parcial, al crecer el número de sus tér- 
minos, crece y no es mayor que 1, entonces esta suma tiene 
un límite determinado ($ 57). 

Examinemos la suma s2,-, de un número impar de 2,., 
términos. Decrece al crecer n. Efectivamente, 


A to 4 
Sant — San-1 = Ha d2n (2n+) <0, 
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Como 
1 4 
S2n = S2n-1— 7 > CNtOnces San-1 = San + 37 > 


lim Son-4 = lim son + lim + s+0=s, 
n— 02 no N—>00 

De este modo, ambas sumas S»,-4 y Son tienen un mismo 
límite s para n —> 00; la primera suma tiende a s decrecien- 
do (de la derecha) y la segunda creciendo (de la izquierda). 
Esta serie es convergente. 

Tomemos la serie formada por las magnitudes absolutas 
de la serie examinada: 


A 


Esta serie es armónica y, como se sabe, es divergente. 
Esto significa que la serie dada es convergente, y la serie 
formada por las magnitudes absolutas de sus términos es 
divergente. 

2. Definición. Una serie se llama condicional- 
mente convergente si es de por sí convergente, y la serie forma- 
da por las magnitudes absolutas de sus términos es divergente. 
La serie examinada es condicionalmente convergente. 

Una serie se llama absolutamente convergente si es con- 
vergente la serie formada por las magnitudes absolutas de 
sus términos. 

La serie dada es convergente si es convergente la serie 
formada por las magnitudes absolutas de sus términos. En 
el $ 149 se ofrece la demostración. 


3”. La serie examinada +3 > . .., es de 


signos alternos. La serie de signos alternos (serie alternada) 
tiene la forma: 


u¡—U + ug— UU q (1) un ..., 


en la que los números u,, 42, Uz, ..., Un, .- -, SON positivos. 

Criterio de Leibnitz. Si la magnitud abso- 
luta del término de la serie de signos alternos u; — Uz + 
+ug—4u+...+ (ilu, +... al crecer su número 
disminuye de tal modo que el lim u, = 0, se tiene que la 


n>0%w 
serie es convergente, y la suma de la serie no es mayor que la 
magnitud del primer término, es decir, s < us. La demostra- 
ción es análoga a la expuesta en el 1”. 
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4”. Si despreciamos todos los términos, comenzando de 
n +41. de una serie de signos alternos y aceptamos como 
suma de la serie infinita la suma parcial s, , el error absoluto 
cometido en este caso no supera a la magnitud absoluta 
de Un +1+ 

En efecto, dotos los términos despreciados forman una 
serie infinita de signos alternos, cuyo primer término es 
Un+1, Por eso, la magnitud absoluta de su suma no supera 


a | Un+1 he 


$ 149. Principio de comparación y criterio de D'Alembert 


1. Principio de comparación. Si los 
términos de la serie u¿+Uz +uzg+... +U, +... no superan 
por su magnitud absoluta a los términos correspondientes de 
una serie convergente de términos positivos V,+U2+...+ 
+0, +..., la serie dada es absolutamente convergente. 


Esto se deduce con toda evidencia de lo siguiente. Según la con- 
dición, todos los términos de la serie Y + va + 034... +09 + 
+... son positivos. Tomemos una serie formada por las magnitudes 
absolutas de los términos de la primera serie dada: 


Ju I+]u214|ugl+-.. Flunl4 +... 

Todos sus términos son también positivos. Como |u, | < vo, 
cualquiera que sea n, la suma s, de las magnitudes absolutas de los 
primeros n terminos de la serie (u) no supera a la suma 0, de los pri- 
meros términos de la serie (v), 

Sn < On. 
Según la condición, la serie (v) es convergente, y por lo tanto 


lim 0, =0. 
n—>00 


Al crecer indefinidamente rn, la suma s, de las magnitudes abso- 
lutas de los términos de la serie (u) crece sin cesar, pero permanece 
menor que el número positivo o, por eso ($ 57, 2%) tiene limite, 


lim s, =s, y además s< o, 
n—00 


esto significa que la serie (u) es absolutamente convergente. 
Ejemplo. Demostremos la convergencia de la serie 


1 1 1 
tattoo ae 
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Demostración. Cada término de la serie dada no es mayor 
ue el término homónimo de la progresión geométrica indefinidamente 
ecreciente: 


1,14 1 
PA o E IÓ 


por eso, la serie dada es convergente, puesto que es convergente la 
serie geométrica. 
2%. Demostremos que la serie dada es convergente si es conver- 
gente la serie formada por las magnitudes absolutas de sus términos. 
Supongamos que la serie. 


A (1) 


cuyos términos son positivos unos y negativos otros, es absoluta- 
mente convergente. Formemos dos series nuevas: una con los térmi- 
nos positivos de la serie dada, 


A (2) 


y la Ens con las magnitudes absolutas de los términos negati- 
vos de la serie dada 


A (3) 


Cada una de estas dos series es convergente, porque sus términos 
no son mayores que los términos correspondientes de la serie con- 


vergente: 
[u|+|u14Jul+...+lunl4-.. 


formada con las magnitudes absolutas de la serie dada (1). 
La suma de la serie dada (1) es igual a la diferencia de las sumas 
de las series (2) y“(3). 


3”. El criterio de D'Alembert consiste en lo siguiente*: 
Un+1 


si lim 


n—00 


e 1, la serie es convergente, y además absoluta- 
nr 


mente convergente, y si Lim [2 > 1, la serie es divergente. 


n—00 
Queda sin resolver la cuestión de la convergencia de una 
. . . u, e E 
serie si lim E =1, en este caso, la serie puede ser tanto 
n->00 n 


convergente como divergente. 


Ejemplo. La serie +++ 831 33 + .. €s convergente, 
1 


n 


Un+1 
Un 


= lim 
h=00 


porque lím 
h=>00 


=0. 


4”. Hagamos constar que el principio de comparación 
y el criterio de D'Alembert son condiciones suficientes para 


* Aquí se da el criterio sir demostración, 
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que una serie sea absolutamente convergente, es decir, si se 
cumplen esas condiciones se puede deducir que la serie es 
absolutamente convergente, pero no son condiciones necesa- 
rias, pero no son condiciones necesarias de la convergencia 
absoluta de una serie, y pueden existir series absolutamente 
convergentes para las cuales no se cumplen dichas con- 
diciones. 


$ 150. Serie de potencias y criterio de su convergencia 


1. Definición. Se llama serie de potencias a la 
serie de la forma: 


A A A IE 


en la que ap, 4;, 4», ..., 4, son números constantes, llamados 
coeficientes de la serie. 

Se considera dada una serie de potencias si se conoce 
la sucesión de sus coeficientes. 

2. Para una serie de potencias pueden darse uno de 
los tres casos siguientes. 

1. La serie de potencias es divergente para todos los 
valores de x (menos x= 0) y es convergente cuando x =0., 
Por ejemplo, la serie 


A RATE E AA 


es divergente para todos los valores de x, menos el valor 
x=0, porque según el criterio de D'Alembert 


Un+4 


n 


= lim [nx|=00. 


n-—y00 


lim 
n—00 


Para el valor x = 0, todos los términos de la serie de 
potencias dada son iguales a cero, menos el primero ap, 
y por lo tanto, la serie es convergente. 

2. La serie de potencias es absolutamente convergente 
para todos los valores de x. Por ejemplo, la serie 


z a? xl qn 
Aude A ES UE Ea MUDO OLE: e E tad 


es absolutamente convergente para todos los valores de 
asin excepción, porque según el criterio de D'Alembert 


7 T 
= lim | — 


n—>o 


= lim s-[=0. 


n>w n—o2 
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3. La serie de potencias es convergente para unos valo- 
res de x y divergente para otros. Por ejemplo, la serie 


A A 


silx|< 1 es convergente, y si |x| >1 es divergente, porque 
en el primer caso constituye una progresión geométrica 
indefinidamente decreciente, y en el segundo caso, la suma 
de sus términos crece indefinidamente. 

3. Criterio de convergencia de una 
serie de potencias. Si una serie de potencias es con- 
vergente para cierto valor x = xy + 0, entonces es absolutamen- 
te convergente para cualquier otro valor zx, cuyo valor absoluto 
es menor que el valor absoluto de xp, o sea, 


|x| < zpo]* 


4”. Tengamos presente que si existe un valor x= zo, 
para el cual es divergente la serie, ésta es también diver- 
gente para cualquier valor de x para el cual ia |2o1. 
En efecto, si la serie fuera convergente para tal valor de x, 
según el principio de la convergencia tendría que ser tam- 
bién convergente para el valor x,, que por su magnitud 
absoluta es menor que z. 


$ 151. Derivación de una serie de potencias 


Supongamos que la serie de potencias ay + a,2 + aga? + 
+ ag? +... es convergente para el valor r=x,. Según lo 
expuesto anteriormente, es también convergente para Cual- 
quier otro valor de x, para el cual |r]|<H|x,)| y en ese 
caso, a cada valor de x en el intervalo 0 < |x a <|zo | 
así como para x = £y, Corresponde un valor determinado de 
la suma de la serie. Por eso, la suma de la serie es fun- 
ción de x, que designamos f (1), 


A A A 


En la teoría de las series se demuestra que cualquier 
función f(x), expresada por una serie de potencias 


A A 


tiene en el intervalo de convergencia derivadas de cual- 
quier orden, que pueden obtenerse derivando cada término 


* Damos este criterio sin demostración. 
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de la serie dada. 
(12) =4)+ 0/2 +04 a. apt ...; 
f' (1) =4,+ 2022 4 Bag? ... nap... 
f(x) =1-2a24+2-30,0+...+(n—1)n-apar?t+...; 
EN EAS 
+ín=k+1)(n—k+2)...napr*+..., ete. 


$ 152. Serie de Maclaurin 
1%, Supongamos que la función f(x) viene expresada 
por una serie de potencias 444042409084... HA, 
es decir 
f(x) =4)+ ax ay? a. Pa 
Esta serie será determinada si se conocen sus coeficien- 
tes. Para determinar los coeficientes se deriva la serie dada: 


f' (1) =1-a, + 20904 3030? ... prat; 
f(x) =1-20,4-2.3032 +... +(n—1) na, + ...; 
0 ()=1-2...ka44+2:-3... (EPA) mur + 
+ín—k+44)(n—k4+2)...na ra t4o... 


Suponiendo en estas series que x=0, se tiene: 


(0) =40, 

f' (0)=a1, 

P(0)=1-2.0,, 
e da 


De estas igualdades se deducen los coeficientes de la 
serie de potencias: 


a=f (0), 

"(0 
ad= Í , ) , 

"(0 
O 
. di E 
RE 
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Por lo tanto, si la función f(x) viene expresada por 
una serie de potencias, esta serie es solamente una, preci- 
samente la serie: 


q3 


HO 04 OA ANO + 
+ PO +. 


A esta serie se le llama serie de Maclaurin. 
2, Ejemplo. Fórmese la serie de Maclaurin para la 
unción e”. 
Solución. Suponiendo f(x) =e* y derivando, resulta 
Flo=e, flo=e,....,["(a=“,... 
Si =0, se tiene: 
f(0)=e%=1 y también f' (0) =f"(0)=...= 
== sd 


La serie de Maclaurin se convierte en la serie: 
q2 73 qn 
E e a E ES 


Como se ha indicado en el $ 150, esta serie es conver- 
gente para todos los valores de x sin excepción. 

3”. No todas las funciones pueden ser desarrolladas en 
serie de Maclaurin. Tomemos, por ejemplo, la función 
f (x) = Inx. Esta función puede ser derivada cuantas veces 


se quiera: f' (1) = ol f" (1) = 3; de ()=%, etc. Para 
todos los valores de x diferentes de cero, la propia fun- 
ción y todas sus derivadas tienen valores numéricos deter- 
minados, pero cuando x = 0 no existen valores numéricos 
determinados para los coeficientes de la serie, por lo que 
es imposible desarrollar ln x en serie de Maclaurin. 


$ 153. Serie de Taylor 


Muy a menudo no se desarrolla la función f (x) en serie 
de potencias de x, sino en serie de potencias de la diferen- 
cia x —a, en la que a es cierto número constante para el 
cual la misma función y todas sus derivadas son números 
determinados. 
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Designemos z—a por medio de h: 


z—a=h, 
en ese Caso: 

=a+h, 

(2) =/(a+h). 


Como el número a es invariable, h es una variable 
nueva, y nor ello, f(x) es una función de h, que designa- 
mos por medio de q(h): 


9 (h)= f (a +h). 
Derivando esta igualdad, se halla: 
e” (h)= ¡eri p"(1)=f"(a+h), ... 
Dm) =f0 (ah). 
Para h=0 se tiene que 
q (0) =f (a), 
o” (0) 1" (a), 
y” (0)=f" (a), 
po (0) =F (a), eto. 
Escribamos la serie de Maclaurin para la función q (h): 


p0)=2 049 04 59 0) + 00) +. + 
tuo 0+. 


Pero 
p (1) =f (2), h=x—a, p(0)=f(a), y (0)=f (a), 


Haciendo en la serie de Maclaurin la sustitución de 
acuerdo con estas igualdades, resulta: 


rt—a 


10=109+ 1 0+ LP 10+...+ 


HOR pee pm (Mas 


Esta es la serie de Taylor. La serie de Maclaurin es una 
forma particular de esta serie para a=0. 
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$ 154. Convergencia de las series de Taylor y de 
Maclaurin 


1”. Al desarrollar la función f (x) en una serie es necesa- 
rio saber si es convergente la serie dada a la función f (x), 
es decir si f (x) es límite de la suma parcial s, de los n prime- 
ros términos de la serie al crecer n indefinidamente. 

Al designar la suma de todos los términos de la serie 
a partir del n + 1 por medio de R,, resulta que f (x) = 
—=Sn + R».- 

Suponiendo que f (1) =s, + R,, resulta 


f (a) =lim sn, si lim R, =0, es decir, 


si para los valores examinados de x, R, tiende a cero al crecer 
n indefinidamente, f(x) es la suma de la serie para estos 
valores de zx. 


Si para los valores examinados de x, tiende R, a un límite distinto 
de cero, la serie es convergente, pero no a la función f(x), y si R, 
no tiende a ningún límite o crece indefinidamente, la serie es divergente. 


27. Los matemáticos Langrange, Cauchy y otros hallaron 
la expresión para R, en dependencia de n. 
Según Lagrange, 


R=2—=14"0, (para la serie de Maclaurin) 
Ra (E), (para la serie de Taylor), 


donde E es cierto número intermedio entre O y el valor de x 
para la serie de Maclaurin, y entre a y el valor de x para 
la serie de Taylor. 

La fórmula no ofrece un valor determinado de £, circuns- 
tancia por la cual resulta difícil su empleo. 

3”. En la práctica del desarrollo de las funciones en 
serie se aplica la siguiente regla: si en el intervalo |x | < | xy | 
las derivadas de todos los órdenes de la función f (x) son por 
su valor absoluto menores que cierto número positivo M, la 
serie de Maclaurin es en este intervalo convergente a la fun- 
ción dada. 

Demostración. Según la condición, 


[F(2)|<M. 
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Sustituyendo en la fórmula de R, la derivada por el 
número /M“, se tiene: 
[2 | 
[Ml <M a: 
Tomemos la serie cuyo término general es el segundo 
miembro de esta desigualdad: 
| 23 | |.” | 


|7| | 221 
MM + M 1.2 HMizz+ Mia rt: 


Sacando el factor común fuera de paréntesis, se deduce 
($ 150) que la serie es convergente, por lo que su término 
n — ésimo 


| 2” | 


Mia 


tiende a cero. De ahí R,>y la serie es convergente a la 
función dada. 

Ejemplo. Para cualquier valor de  = a la derivada 
de todos los límites de la función e* es igual a e”, es decir, 
no es mayor que e”. Por esto la serie de Maclaurin, forma- 
da para la función e”, 


q2 q3 qn 
A 
es convergente para cualesquier valores de x. Por lo tanto 


2 3 n 
strain + 


$ 155. Ejemplos de desarrollo de funciones en serie 
de potencias de x. Serie binómica 


17”. Desarrollo de sen z. 
Suponiendo f (x) = senx, se tiene 


F' (1) =c0s x, 
f(x) = —senx, 
f" (1) = —cos £, 
PY (x) =sen x, etc. 
Si z=0, se tiene: f(0)=senu=0; f'(0)=c0s0= 1; 


f'(0)= —sen0=0; f”(0) =—cos0= — 1; P'Y (0) =sen0=0, 
etc. 
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La serie de Maclaurin se escribirá asi: 


x q3 q5 a? 
AMA A AN 


ms q2n-1 (1) 
o dan E 1... eng + SS 


Como para todos los valores de x las derivadas no son 
mayores que 1, la serie (1) es convergente a la función 
f (x) = senx para todos los valores de z. 

2. Desarrollo de In (1 +2). 

Suponiendo f (x) = In (1 + x), se tiene que 


, 1 ” 1 ye 1.2 
fo= > PO=-a FO=ar > 
1-23 
P=-4 SS 


cm e n-1 1:2-3... (n—1) 
A = A 
Para r=0, se tiene: 
f(0) =In1=0, f'(0)=1, f'(0)=—1, 
f"(0)=1-2, FY(0)=-—1-2,3, ..., $M(0)= 
=(—4y+1.4.2.3...(n—1), ... 


La serie de Maclaurin se escribirá así: 


_ a 2 


In (1 4-2) 4 2 Ps 
Hb 


Para determinar el intervalo de convergencia de esta 
serie se le aplica el criterio de D'Alembert. Fijemos el 
valor arbitrario de z 


1 Un+A = li an pá =1li A [ES 
a el a E e 
n : 1 
=/2|-lim | =/2/lim —=|2)1=2) 
a 


Aquí |x| está sacado fuera del signo límite pues x es 
una magnitud constante, número fijo. 
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Asi, para que la serie de Maclaurin sea convergente, es 
suficiente, según el criterio de D'Alembert, que sea cierta 
la desigualdad |x|< 1. 

Tengamos presente que si x= Í, e ER de 


n (1 + x) se convierte en la serie 1H +4 ZE cd 


que es convergente ($ 148). Para x = —1, el desarrollo se 
convierte en la serie — + —..., que es diver 
gente, porque constituye una serie armónica multiplicada 
por —1. 


Así pues, la serie (2) es convergente en el intervalo 
—=1<xS< +1. En este intervalo lim R, = 

3. Serie binómica. Tenemos f (a) = (1 + 2)”. 
Derivando se tiene: 

F(5)=m(1 +2)", 
f' (2) =m (m—1) (14-2)"3, 
f" (2) =m(m—1)(m—2) (1 +:x)3, eto. 

Para z=0, hallamos: f(0)=1, f'(0)=m, f"(0)= 
=m(m_—1), f”(0) =m(m— 1) (m— 2), etc. 

La serie de Maclaurin se escribirá así: 


Aa 


(1427 =1 may PGA 


3) 
m (m— 1) (m—2) ( 
SIGAS E TE DES Pro... 


Esta serie se llama serie binómica. Será serie 
infinita solamente en el caso de que m no sea un número 
natural ni cero, porque solamente en este caso ni uno solo 
de los factores m, (m — 1), (m — 2), (m — 3) ... se con- 
vierte en cero. 

Determinemos el intervalo de convergencia de la serie 
aplicando el criterio de D'Alembert. 


1 pS m(m—i). cata AU 
ll 123 m=1a 
n,m(m-1)... (m—_n+42) m1] _ 
AAA EN = 
=lim na). | lima 22 -1|=12| 
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(como al ser m constante y n—>0oo el límite de m4 


es igual a cero, se tiene 
lim ¡.-1]= 1). 
n 


no 
Para que sea convergente la serie (3) es suficiente, según 
el criterio de D'Alembert, que será cierta la desigualdad 
[1] <1. Por lo tanto, la serie binómica es convergente 
para los valores de x, para los cuales | |< 1, y puede apli- 
carse para todos los valores de x cuya magnitud absoluta no 
supere a 1. En este caso, lim R, = 0 


n-—>00 
Examinemos los casos particulares de la 
serie binómica. 
1. Suponiendo m = —1, se tiene 


Aa (a+ EA a, 


O 


0 
A ada... 
2. Suponiendo m=>» se tiene 
1/1 
E 1 2 (5-1) 
(1+2)2=14 304 1.2 x?+- 
1/1 1 
al) (3) , 
ey 1-2-3 E 
O 
aa E OA A sy 
Vi+4r=14+30 O + ir +... 
3. Aplicando el desarrollo expuesto al ser m= =+ se 
tiene que 
too, 4 3 dá 
ri A EA ia 


4. Si el exponente m es un número natural, por ejemplo 
m = 4, se tendrá que m — 4 = 0, y por eso, todos los térmi- 
nos de la serie que contiene este factor serán nulos, y la 
serie resultará finita. 
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En efecto, si m = 4: 
CA A a 7 An 
m (m—1) E 2) (m— Ds 
sl ECO 


Cada término sucesivo se convierte en cero, porque 
contiene el factor m —4= 0. 

La serie obtenida es la fórmula del binomio de Newton, 
estudiada en el álgebra. 


$ 156. Aplicación de las series a los cáleulos 


4. .Cálculo del número e. Enel desarrollo de 
la función e* ($ 152) 


2 3 n 
¿tte 


suponemos x=41, con lo que 


1 
estr nart 3 + 


Esta es la fórmula para e expuesta en el $ 88. Apli- 
cando esta serie se puede hallar el número e con gran preci- 
sión tomando un número de términos relativamente pequeño. 

Tomando, por ejemplo, los diez primeros términos de la 
serie, cometemos un error igual a la suma de la serie: 


1 1 1 
1.2.3... 910 + 1-2-3... 10-11 as 1-2-3...10-11-12 Há 


Sacando el primer término de esta serie fuera de parén- 
tesis, se tiene: 


1 1 1 1 
1.2.3...9-10. (+++ 11213 + ...) ; 


Dentro de los paréntesis, cada factor de los denomina- 
dores es mayor que 10. Si lo sustituimos por 10, dismi- 
nuirán los denominadores, aumentando el valor de los 
quebrados, y el error será menor que 


1 1 1 4 
mia ltotar+wrte) 


22—523 337 


Dentro de los paréntesis se encuentra la suma de una 
progresión geométrica indefinidamente decreciente, que es 
igual a: 


Por lo tanto, el error es menor que 


1 10 1 
1.2.3...9-10 Y 9-1:2:3...9 ==... <0 000001. 


2%, Cálculo de senz. Si en el desarrollo 
g3 ad 27 


SOL=2=13B PTA CIAT 


nos limitamos a la suma de los n primeros términos, el 
error cometido en este caso no será mayor por su magnitud 
absoluta que el término siguiente, el de orden n + 1 
($ 148, 45. 

Calculemos sen 1? y sen 10? con una aproximación hasta 
de 0,00001. En el desarrollo de sen x se supone que zx es 
el valor del arco expresado en radianes. Para el arco de 1”, 


x= 150 = 0,017453. El segundo término del desarrollo 


3 3 

+ < ear e a < 0,000002. Por eso, todos los términos, 
a partir del segundo, pueden ser despreciados y los cinco 
primeros signos de sen 1” se determinan solamente por el 
primer término de la serie: cora 4 = 0,01745, 


Para el arco de Go — = 0,174533. En este caso, 


=3 
el segundo término + $ > os > 0,001, y éste ya no se puede 
(0,2) _ 0,00032 
9 120 — "120 
< 0,000003, y los siguientes pueden ser despreciados. 
De aquí que con una aproximación hasta de 0,00001 


despreciar. Pero el tercer término 


3=0, 174533 — 0,000886 = 0,17365. 


13 


Es evidente que para un arco mayor, a fin de conse- 
guir la misma aproximación, sería necesario tomar un 
número mayor de términos. 
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Nos limitaremos a dos términos de la serie: 
q3 


Sen 1 == —-¿- 


y hallaremos para qué valores de x es esto admisible, con 


-0,00004. El error cometido 


qó 
1-2.3-4.5 — 
menor que este término de la serie. 
En este caso 


5 <0,000005; 5 —0,0006; 
x= Y 0,0006=0,2268, xr13". 


En los cálculos no se emplean más de tres términos de 
la serie, siendo más conveniente aplicar las fórmulas tri- 
gonométricas que servirse de un número mayor de términos 
de la serie. 

3. Cálculo de logaritmos. 


Teniendo ($ 155, 2”) 
2 3 4 5 
n(14+0=2 5 + FE GAGO (1) 


y dando a x todos los valores muméricos posibles compren- 
didos entre O y 1, se pueden calcular los logaritmos de 
todos los números desde 1 hasta 2. Si x=1 


1 1 1 1 
In(1+2)=I2=1-3+33+3>.* 


(Esta serie ha sido examinada en el $ 148). De este modo, 
In2 puede ser calculado con cualquier aproximación. 

Los logaritmos naturales de otros números enteros pueden 
ser calculados, por ejemplo, del siguiente modo: suponiendo 
en la fórmula (1) 


una aproximación hasta de 


z ab 
en este caso equivale a 135» Ue es, en efecto, 


tT= , 


3|- 


obtenemos en el primer miembro de la fórmula (1): 


In(1+2)=1n (1+-) = In ao =In(p+1)—Inp, 


y en el segundo miembro: 


2 q3 xt 1 1 1 1 
NE TE e 


p  2p2 
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De aquí que 


1 1 1 í 
In(p+1)=1np4=3—3p3 + 5pa — 


Ga 


Si suponemos p=2, hallaremos 


4 1 

In3= Mts Ps rt ... 
Para calcular los logaritmos se pueden aplicar también 
E A 

rd Aquí 
no nos ocuparemos de esto. Tengamos a que el 
cálculo de los logaritmos por medio de una serie es con- 
veniente sólo para los números primos; los logaritmos de 
los números compuestos se hallan con más sencillez y rapi- 
dez aplicando las reglas de los logaritmos. 

Por ejemplo: 


lIn4=1n(23)=2.1n2; In6=In(2-3)=In2+1In3. 
Advirtamos que tratamos del cálculo de los logaritmos 


naturales. Para obtener los logaritmos decimales es sufi- 
ciente multiplicar los logaritmos naturales por el módulo 


de la base, es decir, por y Eu = = 0,4342944819... 


otras series, por ejemplo, el desarrollo de ln 


$ 157. Ejemplos de desarrollo en serie 
de potencias de la diferencia x — a 


4. Desarróllese x?* — 3x? 4 Tx — 4 en serie de poten- 
cias x — 1. 
Solución. Suponiendo f (1) = 23 — 3x2? 4 T— 4, 
derivamos: 
f' (1) =312—6x +7, 


f (1)= aran 
f"(1)= 
PY (x)=0. 


Hallamos los coeficientes de la serie de Taylor ($ 153) 
0=1(0 +1 09+£E 10 
EGO... 
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Para el desarrollo dado, a=41. Por eso: 


Ha)=f(1)=4 f(0)=f(1)=4 f(a)=f"(1)=0; 
fi)=F(0=06 Fuo=""(1)=0: 


ll 


Todos los coeficientes sucesivos son también iguales a 
cero. Por eso, 


f (1) =*—3424T2—4=144(x2—1)+(2—1)?. 


2. Desarróllese Vx en serie de potencias de la diferen- 
cia —4, 
1 
Solución. fi) =Vz. Derivando f(x) = x2 y supo- 
niendo a=4, hallamos: f(4)=V 4=2, 


, 1-1 Loa 1 1 
O 1 y 12 __4 
iS nd LO0=- va 


Por eso Vi=2424- (04M a 


Es evidente que por medio de tal serie se puede calcular 
la raíz con la aproximación que se quiera. 
3. Desarróllese cosx en serie de potencias de la dife- 
. T 
rencia 1—=37 + 
Solución. Derivando f(x)=cosx y suponiendo 
TT 
a=3> hallamos: 


F(x)=c0s z; (5) =008 P=3; 
pm (5) mp: 
f" (1) = —cos £: (3 ss cos q = 5; 
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f” (2) = sen x; q (5) =sn 1-8, 
PY (2) =c0s £; e (5) =c0s P= + etc 
Por eso, 
cosr=4- VA (2) ssl (2) 


E, PROBLEMAS Y EJERCICIOS 


$ 1. Método de coordenadas 


1. Trácense los puntos: a) (3; 4), (—2; 5), (4; —1) 
y (15 —7), b) (15; 0,8), (0,6; 1,2), (1,75; 7) 


y (0,7; 1,1). 

2. Hállense las coordenadas de un punto situado simé- 
tricamente al punto M (5; —2): a) respecto al eje Ox, 
b) respecto al eje Oy. 

3. Sean las coordenadas de un punto x = —a e y = b, 
¿cuáles son las coordenadas del punto situado simétrica- 
mente al dado: a) respecto al eje de las abscisas, b) respecto 
al eje de las ordenadas? 

4. Los puntos A (2; 5) y B (—3; 2) son los extremos del 
segmento AB. Hállese la longitud de su proyección: a) en 
el eje de las abscisas, b) en el eje de las ordenadas. 

5. Compruébese que los triángulos son isósceles y rectán- 
gulos si sus vértices son los puntos: a) (—3; 4), (4; 3) y (0; 0); 
b) (4; —2), (3; 5) y (0; 1). 

6. Compruébese que el triángulo con los vértices en los 
puntos A (—4; 3); B (0; 2) y C (Q; —5) es obtusángulo. 

7. Determínese la abscisa del punto M, sabiendo que su 
ordenada es igual a 4, y la distancia desde él hasta el punto 
N (1; —2) es igual a 10 unidades de longitud. 

8. Hállese en el eje de ordenadas un punto que dista 
del punto 4 (—3; 1) 5 unidades de escala. 

9. Hállese en el eje de las ordenadas un punto equi- 
distante del origen de las coordenadas y del punto (3; —5). 

10. Hállese en el eje de las abscisas un punto equidis- 
tante de los puntos A (—1; 0) y B (7; —4). 

11. Hállese el centro de un exágono regular, cono- 
ciendo dos de sus vértices adyacentes; A (2; 0) y B (5; 3 V3). 
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12. Hállese el punto equidistante d tres puntos dados: 
A (0; —6); B (1; 1) y C (7; —7). 

13. Hállese el centro de la circunferencia circunscrita 
en el triángulo cuyos vértices son los puntos A (4; —2), 
B (5; —3) y C (-4; --£6). 

14. Los vértices de un triángulo están situados en los 
puntos A (1; —5), B (5; 2), C (0; —3). Hállense los puntos 
medios de sus lados. 

15. El segmento, cuyos extremos son Á (—2; 3) y 
B (4; —1), está dividido en tres partes iguales. Hállense 
las coordenadas de los puntos de división. 

16. El segmento, cuyos extremos son A (3; 2) y B (15; 6), 
está dividido en cinco partes iguales. Hállense las coorde- 
nadas de los puntos de división. 

17. Hállense los puntos simétricos respecto al] origen 
de coordenadas para los puntos: a) (2; 0), b) (0; —3), 
e) (2; 5), d) (3; 1). 

18. Del punto A (—3; 1) se ha trazado un segmento al 
punto B (4; —2). ¿Hasta qué punto es necesario prolon- 
garlo en la misma dirección para que se duplique su lon- 
gitud? 

19. Del punto (0; —4) se ha trazado un segmento al punto 
(—4; 3). ¿Hasta qué punto es necesario prolongarlo en la 
misma dirección para que se triplique su longitud? 

20. Hállese la longitud de la mediana del lado AC en 
el triángulo cuyos vértices son A (3; 7), B (—4;0) y C (1; —4). 

21. Hállese el centro de gravedad de un triángulo cuyos 
vértices son A (1; 4), B (-5; 0) y C (22; —1). 

22. Dado un triángulo cuyos vértices son A (2; 4), 
B (6; 4) y C (-4; 9), hállese el punto de intersección de 
la bisectriz del ángulo A con el lado opuesto BC. 

23. Hállense los vértices de un triángulo sabiendo que 
los puntos medios de sus lados son. 


M(-35:33), N(—1+;—2) y P(215). 


24. Los puntos A (1; 0), B (2; 1) y C (3; —2) son tres 
vértices sucesivos de un paralelogramo. Hállese el cuarto 
vértice D. 

25. Conociendo dos vértices adyacentes de un parale- 
logramo (2; dd (—3; 3) y el punto de intersección de sus 
diagonales N (—1; 0), hállense los otros dos vértices. 
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26. En los puntos M, (x1; Y1), Ma (22; Y2), Ma (xa; ya) 
actúan las fuerzas paralelas P,, Pz, Pz. Determínense las 
coordenadas del punto de aplicación de su resultante. 

27. Aplíquense las fórmulas obtenidas en el problema 
anterior para el caso de tres fuerzas P, = 12 kg, P, = 
= —18 kg y Pz=6 kg, aplicadas respectivamente a los 
puntos M, (3; —5), Ma (4; 1) y M3 (6; 0), y explíquese el 
significado del resultado obtenido. 

28. ¿Cuál es el ángulo que forma con el eje Ox la recta 
que pasa por los puntos: a) M (0; 2) y N (2; 4), b) M (Q; 0) 
y N (-4; 6), e) M (1; 4) y N (3; —1)? 

29. Verifíquese que el cuadrilátero ABCD, cuyos vérti- 
ces son Á (2, 6), B (5; 1), € (-1; —6) y D (-4; —1) es 
un paralelogramo. 

30.. Verifíquese que en el cuadrilátero ABCD, cuyos 
vértices son A (2; —5), B (7; —3), C (6; 1) y D (—2; 3), 
las diagonales AC y BD son perpendiculares entre sí. 

31. ¿Cómo están relacionados entre si los coeficientes 
angulares de dos rectas situadas simétricamente respecto: 
a) al eje Ox, b) al eje Oy? 

32. Demuéstrese que la recta que pasa por los puntos 
A (-1; 3) y B (5; 6) forma con el eje Ox un ángulo igual 
a la mitad del formado por la recta que pasa por los puntos 
C (-3; —2) y D (0; 2). 

33. Demuéstrese que la línea media de dos lados de un 
triángulo es paralela al tercer lado. 

34. Demuéstrese que en un triángulo rectángulo la 
longitud de la mediana de la hipotenusa es igual a la mitad 
de la longitud de la hipotenusa. 


$ 2. La recta 


1. Fórmese la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos equidistantes de los puntos a) (0; —4) y (3; 0) 
b) (22; 5) y (2; —5). 

2. Fórmese la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos equidistantes del origen de los ejes de coordenadas 
y de los puntos a) (0; 4), b) (5; 0). 

3. Hállese en la recta y = 3x — 2 el punto para el cual: 
a) la abscisa es igual a 3, b) la ordenada es igual a 13. 

4. Se dan las rectas y = 2x2 — 1 yx +y-— 2=0. Com- 
pruébese si pasan estas rectas por los puntos A (1; 1), 
B (2; 0), C (0; —1), D (—3; 5), E (-2; —5) y 0 (0; 0). 
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9. Fórmese la ecuación de la recta que corta en los ejes 

e y a e eE iguales respectivamente a: a) 3 y 5; 
REY 

6. Hállese la ecuación de la recta que corta en el eje 
Oy un segmento igual a 3, y que forma con el eje Ox un 
ángulo de: a) 45”, b) 135, c) 180*. 

7. Hállese la ecuación de una recta que corta en la 
parte negativa del eje Oy a un segmento de 5 unidades de 
longitud y que forma con el eje Ox un ángulo de: a) 30", 
b) 120? y c) 0”. 

8. Fórmense las ecuaciones: a) de las bisectrices de los 
ángulos de las coordenadas, b) de las rectas paralelas al 
eje Ox, al eje Oy, que pasan por el punto: 1) (2; —3), 2) (—5; 
—1), 3) (—3; 0), 4) (0; 4). 

9. La indicación de un contador de electricidad era de 
2,7 kW al conectarlo. Fórmese la ecuación de la recta que 
represerita gráficamente la indicación del contador si la 
carga es de 5 bombillas de 60 vatios cada una. 

10. La fuerza F está aplicada al origen de coordenadas 
y sus componentes, en los ejes Ox y Oy, son iguales respec- 
tivamente a 4 y —3. Hállese la ecuación de la recta por la 
que va dirigida esta fuerza. 

11. ¿Cuál es la línea que sirve de gráfica del movimiento 
uniforme desarrollado de acuerdo con la ley: s = vt +- sp? 

12. La gráfica de un movimiento uniforme corta en 


los ejes Ox y Oy segmentos respectivamente iguales a — y y 6. 


Hállese la velocidad de este movimiento sabiendo que la 
unidad de escala correspondiente al eje Ox es de un minuto, 
y al eje Oy, de un metro. 

13. Una persona anda por una viga horizontal, que se 
halla sobre los apoyos A y B. La presión que soporta el 
apoyo B varía en dependencia de la posición de la per- 
sona. Hállese la ecuación de la dependencia de esta pre- 
sión respecto a la distancia a que se halla la persona del 
otro apoyo A, dándose los siguientes datos: peso de la 
viga P = 120 kg, longitud de la misma ¿= 5 m, peso de 
la persona p = 65 kg. 

44. Se dan las rectas: a) 5x + 12y — 39 = 0, b) 4y — 
— 3 + 10=0,0c)x—2y + 3 =0, d) 9% + 12y + 10 == 
= 0. Sin resolver las ecuaciones respecto a y, hállense los 
coeficientes angulares y los ángulos formados por las rectas 
con el eje Oz. 
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15. Redúzcanse a la forma de ecuación con coeficiente 
angular las ecuaciones de las rectas: a) z—y+2=0, 
b) 22+ y —1=0, c) 4 —2y —1=0, d) 3x + 6y + 
+2=0, e) r —5y =0, f) 2y +4 3 =0. 

Escríbanse los valores de los coeficientes angulares y de 
las ordenadas en el origen de estas rectas. 

16. Hállense las interseciones en los ejes de coordena- 
das de las rectas: a) 3x — 2y — 12 =0, b) y =2— 3z,. 

17. Trácense las rectas expresadas por las ecuaciones de 
los problemas Ni 15 y 16. 

18. Investíguese cómo están situadas respecto a los ejes 
de coordenadas y trácense las siguientes rectas: a) 2y — x = 
=0,b)xr—y=0,0)x+y=0,d)x+1=0, e) y — 
—2=0, f) 3x=0, g) 4y =0. 

19. Redúzcanse las ecuaciones de las rectas: a) 2x + 
+3y-86=0,b)y=3>+6xr,c)y=x-—1 y d) 3x — 
—2y + 5= 0 a la forma de ecuavión de la recta en función 
de las intersecciones sobre los ejes. 

20. Hállense los puntos de intersección de las rectas: 
a)y=4—xwey=2' +3, b) 2x2 + 3y —1=0 y 3x — 
—y+5=0, 0) 5e+y=0 y 102 + 2y —1 =0, 
d) a ey=5, e) a=1l e y=2 lD) y= Ay 
=2, 

24. Las diagonales de un rombo, iguales a 8 y 6 uni- 
dades de escala, son adoptadas respectivamente como eje de 
las abscisas y eje de las ordenadas. Fórmense las ecuaciones 
de los lados de este rombo. 

22. Fórmense las ecuaciones de las diagonales de un 
cuadrado, cuyos lados son iguales a a, si dos lados adya- 
centes coinciden con los ejes de coordenadas y todo el 
cuadrado está situado en el tercer cuadrante. 

23. Una recta corta segmentos iguales en el eje de 
coordenadas y pasa por el punto M (3; 2). Hállese su 
ecuación. 

24. Una recta pasa por el punto (3; 5) de tal modo que 
el segmento de ella situado entre los ejes de coordenadas 
es dividido en el punto dado por la mitad. Hállese la ecuación 
de esta recta. 

25. Hállese la ecuación de una recta que pasa por el 
punto (3; 2) y forma con el eje Ox un ángulo de: a) 45”, 
b) 135”. 

26. Trácense desde el punto M (6; 2) unas rectas que 
formen con el eje Ox un triángulo equilátero. 
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27. Un rayo de luz va dirigido por la recta y = Ze hy 
al llegar al eje de las abscisas se refleja en él. Determínese 
el punto de contacto del rayo con el eje y la ecuación del 
rayo reflejado. 

28. Hállese la ecuación de la recta que pasa por los 
puntos: a) M,(—1; 2) y M¿Q; 1), b) M, (3; —1) 
y My (—1; 3), 0) M1 (Q2;0) y M, Q; —3), d) M, (-4; —3) 
y M,(t; —3). 

29. Compruébese si están situados en una misma recta 
los tres puntos dados: 

a) (—5; —3), (—1; 1) y (8; 5); 

b) (-2; 1), (0; 3) y (3; 5). 

30. ¿Cuál es la ordenada del punto M, si su abscisa 
es igual a 6 y está situada en una recta junto con los puntos: 
a) A (2; 3) y B (—1; —3), b) A (—6; —1) y A (3; 2)? 

31. Hállese el ángulo agudo formado por las rectas: 

a) 22+y—1=0 e y—3241=0; 

b) 2VM3—y+2=0 y 234 y—2=0; 

ce) r—y+2=0 y 224 3y—1=0; 

d) 22—y+3=0 y 4xr—2y—3=0; 

e) r+3y4+-1=0 y 3x—y—1=0. 


32. Calcúlense dos coeficientes angulares de las rectas 
que pasan por los puntos: a) M, (1; —1) y Ma (3; —5), 
b) Mi (V3; 5) y M¿(-V3; —1), 0) M,(-3; —2) y 
Ma, (1; —2). 

33. Calcúlense los ángulos internos del triángulo cuyos 
vértices son: 


a) A(2;1), B(3;1) y C(1; 2); 
b) A(0; 2), B(2;0) y C (4; 2). 


34. ¿Hay paralelas o perpendiculares entre las rectas 
representadas por estas ecuaciones: 


a) r—3y+1=0, 2r—6y+5=0 e y= —3x—2; 
b) 21—y=0, r+2y4+3=0 e y=2x—1? 


35. Tracense por el punto (3; —6) rectas paralelas a: 
a) y =-—2x+3,b)y=3x,c0)y=0,d)x=0 

36. Trácense por el origen de coordenadas las rectas 
perpendiculares a: a) z—y=0, b) y + 2x-—3=0, 
c)=—1=0, d) 2y 4 1=0. 
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37. Trácese por el punto M (1; 2) una paralela a la 
recta que pasa por los puntos A (2; —3) y B (3; —1). 

38. Trácese por el punto M (1; —2) una perpendicular 
a la recta que pasa por los puntos A (—3; 2) y B (—1; 3). 

39. Fórmense las ecuaciones de dos perpendiculares a la 
recta 2x — y + 5 =0, levantadas en los puntos de inter- 
sección con los ejes de coordenadas. 

40, Fórmense las ecuaciones de la rectas que pasan por 
el punto (2; 2) y forman un ángulo de 45” con la recta 
4x — 5by — 1 =0. 

41. Trácense rectas por el punto M (3; 5) que formen un 
ángulo de 45” con la recta x — y + 7 =0. 

42. Fórmense las ecuaciones de los catetos de un trián- 
gulo rectángulo isósceles, conociendo el vértice del ángulo 
recto C (4; —1) y la ecuación de la hipotenusa 3x — y + 
+5=0, 

43. Hállese la ecuación de la recta trazada por el punto 
que divide el segmento situado entre los puntos A (—2; 3) 
y B (4; 6), en la razón de 2:3, perpendicular a la recta 
que en los ejes Ox y Oy corta segmentos iguales respecti- 
vamente a —3 y 4. 

44. Hállese la ecuación de la recta trazada por el pun- 
to N, cuyo segmento entre los puntos A (—3; 2) y B (4; 1) 
se divide en la razón de 3:4, y que sea paralela a la recta 
que pasa por los puntos: (2; —1) y (—3; 0). 

45. Trácese por el punto de intersección de las rectas 
21 + 5y +8=0 y 3x— 4y — 11 =0 una recta tal que 
con la recta 41 — y 4 3 = 0: a) sea paralela, b) sea per- 
pendicular, c) forme un ángulo de 45”. 

46. Se dan los puntos A (—7; 1), B (3; 6), C (5; 3), 
D (-5; 8). ¿En qué razón se divide cada uno de los seg- 
mentos AB y CD por el punto de su intersección? 

47, Trácese por el punto (2; —3) una recta tal que 
forme con el eje Ox un ángulo que sea el doble que el ángulo 


formado por la recta y = + x + 3 y el propio eje. 


48. Hállese la base de la perpendicular trazada del 
punto (—1; 2) a la recta 3x — 5y — 21 = 0, 

49. Hállese la distancia: a) del punto (4; —1) hasta la 
recta 12x — 5y — 27 = 0, b) del punto (2; —3) hasta la 
recta 5x + 12y — 13 =0. 

50. Hállese la altura del triángulo, si: a) el vértice del 
triángulo es el punto A (—1; —41), y la base, la recta 4x — 


349 


— Y + 3 =0, b) si el vértice del triángulo es el punto (5; 
—3), y la base, el segmento que une los puntos (0; —1) y (3; 3). 

51. Hállese el punto simétrico al punto Q (—2; —9) 
respecto a la recta 2x 4 5y — 38 = 0. 

92. Se dan las ecuaciones de las bases de un trapecio: 
3x— 4y + 10 =0 y 6x — 8y + 15 = 0. Hállese la altura. 

53. Se da la recta 3x — 4y — 5 = 0. Hállese la ecuación 
de la recta paralela a la dada, que está a la distancia de dos 
unidades de ella. 

54. Fórmese la ecuación de una recta que pasa por el 
punto Mo (xo; Yo) y es paralela a la recta que une los pun- 
tos Mi, (25 ya) y Ma (ta; Yo). 

959. Desde el punto de intersección de la recta 7x — 
—24y — 14 = 0 con el eje Ox trácese la bisectriz del ángulo 
formado por la recta dada con el eje Ox. 

96. Se dan dos puntos A (—3; 8) y B (2; 2). Hállese 
en el eje de las abscisas el punto M, de tal modo que la 
quebrada AMB tenga la longitud mínima. 

57, ¿Cuál es el ángulo que tiene que formar un rayo 
dirigido al eje Ox desde él punto A (5; 2), para que el 
rayo reflejado del eje pase por el punto B (—1; 4)? 

58. Fórmese la ecuación de la recta que pasa por el 
punto Mo (Zo; Yo) y por el punto de intersección de dos 
rectas: Ayjc + By+C,¡=0 y Az + Bay + Ca =0. 

59. Se dan las ecuaciones de dos lados de un paralelo- 
gramo + y—1=0 y 3x—y+4=0 y el punto de 
intersección de sus diagonales N (3; 3). Hállense las ecuacio- 
nes de los otros dos lados de este paralelogramo. 

60. Determínense los límites de un terreno cuadrado por 
medio de los siguientes datos: 

a) dos postes que se conservan y constituyen los vérti- 
ces opuestos, estando determinados los postes en el plano 
por las coordenadas A (2; 1) y C (4; 5); 

b) tres postes que se han conservado: uno en el centro 
y dos en los vértices de uno de sus lados, estando determina- 
dos los postes en el plano por las siguientes coordenadas: el 
del centro N (1; 6) y los laterales A (5; 9) y B (4; 2). 

61. Determínese la situación del punto M, si la distancia 
desde el punto A (1; —2) es igual a 5 unidades de longitud, 
y la dirección a él desde el punto B (0; —8) forma con la 
dirección positiva del eje Ox un ángulo cuya tangente es 


igual a e 
3" 
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62. Desde el punto M (9; 5) se han trazado tres perpendi- 
culares a los lados de un triángulo, cuyos vértices son los 
puntos (8; 8), (0; 8) y (4; 0). Verifíquese que las bases de 
las tres perpendiculares están situadas en una misma 
recta, y que el punto M pertenece a la circunferencia cir- 
cunscrita alrededor del triángulo dado. 

63. Compruébese que el punto de intersección de las 
alturas de un triángulo está situado en la misma recta 
que el punto de intersección de sus medianas y el centro de 
la circunferencia circunscrita. Tómese, por ejemplo, el 
triángulo ABC: A (5; 8), B (-2; 9) y C (-4; 5). 


$ 3. La circunferencia 


1. Fórmese la ecuación de una circunferencia que tiene: 

a) el centro en el punto (3; —5) y el radio es igual a 4; 

b) el centro en el punto (—2; 1) y pasa por el origen 
de coordenadas; 

c) el centro en el punto (—3; 0), y el extremo del diá- 
metro en el punto (2; —4). 

2. Fórmese la ecuación de una circunferencia, cuyo diá- 
metro es el segmento de la recta 4x — 3y + 12 = 0, situado 
entre los ejes de coordenadas. 

3. Escríbase la ecuación de una circunferencia, cuyo 
centro se encuentra en el eje de las abscisas y pasa por los 
puntos M (2; 3) y N (5; —2). 

4, Escríbase la ecuación de la circunferencia que pasa 
por el origen de coordenadas y por el punto M (—3; 9), 
y tiene el centro en el eje de las ordenadas. 

5. Fórmese la ecuación de la circunferencia que es tan- 
gente al eje de las abscisas en el punto A (2; 0) y pasa por 
el punto M (—1; 3). 

6. Fórmense las ecuaciones de las circunferencias que 
pasan por el punto M (2; —1) y son tangentes a los dos 
ejes de coordenadas. 

7. Hállense las ecuaciones normales de las circunferen- 
cias que pasan por los puntos M (—1; 4) y N (3; 0) y las 
longitudes de sus radios son 4 unidades. 

8. Hállense las ecuaciones normales de las circunferen- 
cias que pasan por los puntos M (4; —2) y N (5; —3), 
y las longitudes de sus radios son 5 unidades. 

9. Fórmese la ecuación de la circunferencia que pasa por 
tres puntos: a) (0; 0), (7; —7), (8; 0), b) (0; 4), (1; 2), (3; —-2). 
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10. Fórmese la ecuación de la circunferencia circuns- 
crita alrededor del triángulo cuyos vértices están situados 
en los puntos: A (0; —6), B (1; 1) y C (8; 0). 

11. Hállense el centro y el radio de la circunferencia: 


a) 224 y?—6y =0; 

b) 12 + y? 4+8x—9=0; 

0) 12 + y? —10x + 4y + 13 =0; 
d) 21? 4 2y? —6x —8y — 19 =0; 
e) 242 4-2y?—5ózx + 3y —7=0; 
f) 224 y?— 1224 2y +37 =0; 
g) 224 y2— 22 + 12y 4-38=0. 


12. Hállese la ecuación de la circunferencia cuyo radio 
es igual a dos unidades de longitud, y que es concéntrica 
a la circunferencia x? + y? + 6x + 8 =0,. 

13. Hállese la ecuación de la circunferencia que pasa 
por el punto M (—3; 4) y es concéntrica:a la circunferencia 
a + y? + 3x — 4y —1=0. 

14. Transfórmese la ecuación de la circunferencia x? + 
+ y? + 4x — 12y — 9 = 0, trasladando el origen de coorde- 
nadas a su Centro y conservando la misma dirección de 
los ejes. 

15. Hállense los puntos de intersección con los ejes de 
coordenadas de cada una de las circunferencias; a) 1? 4- y? — 
—6x — 10y +9=0, b) 2? + y? — 10x — 6y + 25 = 0. 

16. ¿Cuál es la posición relativa de cada una de las 
rectas: a) r—2y-5=0, b) 3x + 4y + 25=0, c) + 

y—17=0 y la circunferencia 1? 4 y? = 25? 

17. Hállese el centro de un círculo cuyo radio r = 50, 
sabiendo que su circunferencia corta en el eje de las abscisas 
una cuerda de longitud igual a 28 unidades y que pasa por 
el punto M (0; 8). 

$ 4. La elipse 


En los siguientes problemas es necesario formar la ecua- 
ción de la elipse si se sabe que: 

1. Las coordenadas del foco F y del punto M de la elipse: 
a) F (+2; 0) y M (2; —3), b) F (+15; 0) y M (20, 12), 
c) F (222; 0) y M (13; 12). 

2. Los vértices de la elipse son los puntos (+3; 0) y 
(0; +1). 

3. La distancia entre los focos es igual a 16, y el eje 
mayor, igual a 34, 


352 


4. El semieje menor es igual a 4, y la distancia entre 
los focos, igual a 15. 

5. El semieje mayor es igual a 10, y la excentricidad, 
igual a 0,6. 

6. La excentricidad e = 0,28, y los"focos tienen las coor- 
denadas (W-7; 0). 

7. Las distancias desde cada uno de los focos hasta los 
extremos del eje focal son iguales respectivamente a 18 y 8. 

8. El eje menor es igual a 6, y la excentricidad, igual a 0,8. 

9. La suma de los semiejes es igual a 8, y la distancia 
focal es también igual a 8. 


10. La excentricidad es igual a E , y la elipse pasa por 


el punto M (c; 4), siendo c la abscisa del foco. 

11. La elipse pasa por los puntos: a) M (6; 4) y N (—8; 3), 
b) M (6; —6) y N (9; V6). 

12. Calcúlese la longitud de los ejes, las coordenadas 
de los focos y la excentricidad de la elipse, conociendo su 
ecuación: a) 251? + 169y? = 4225, b) 31? + 5y? = 30, 
c) 21? + y? = 32, d) 9x4? + 25y? = 4, e) 2562? +- 81y? = 576. 

13. Todas las ordenadas de la circunferencia 2? + y? = 
= 36 se han reducido a la mitad. Hállese la ecuación de la 
curva obtenida. 

14. Determínese la excentricidad de la elipse si: 

a) su eje menor se ve desde el foco hajo un ángulo recto; 

b) la distancia entre los focos es igual a la distancia 
entre los extremos de los ejes mayor y menor; 

c) la ordenada del punto de la elipse, cuya abscisa es 


la abscisa del foco, forma una - parte de la longitud del 
semieje menor (m > 1). 

15. Se da la excentricidad e de una elipse. Hállese la 
razón de sus semiejes. 

16, Cualquier meridiano del globo os tiene la 


forma de una elipse, siendo la razón de sus ejes 50 * Hállese 


la excentricidad de un meridiano. 

17. La órbita del globo terráqueo es una elipse, en uno 
de cuyos focos se encuentra el Sol. Conociendo la excentrici- 
dad de esta elipse e = 0,017 y el semieje a = 150-10* km, 
hállese en cuándo es menor la distancia mínima desde la 
Tierra hasta el Sol (en diciembre) que la distancia máxima 
(en junio). 
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18. En la elipse 5 += 1 hállese el punto cuya 


distancia hasta el foco derecho sea el cuádruplo respecto a la 
distancia desde este punto hasta el foco izquierdo. 


Fig. 170 


19. El segmento AB, de longitud constante, se desliza 
con sus extremos por los lados de un ángulo recto. Tómese 
en el segmento un punto Cual- 
quiera M y demuéstrese que la 


QU 
X trayectoria que traza al desli- 
zarse es una elipse. 
A 20. En la figura 170 se re- 
0 X presenta un compás elíptico, en 


el que por medio de los torni- 

. llos A, B y M se puede yvariar 

Fig. 172 la longitud de la recta AB que 

se desliza, y el lugar M en el 

que se fija el lapicero. ¿Cómo hay que disponer el compás 
para dibujar las elipses: 


=— 


) F+L£É=1, ») E +P=1 0) 124 y?=25? 

21. En la práctica, la descripción exacta de una elipse 
($ 23) suele sustituirse por la aproximada, que se traza con 
un compás. Desde el punto C, (fig. 171), con un radio igual 
a C¡A, y desde el punto C,, con un radio igual a C¿B, se 
describen unas partes de la circunferencia. Los radios 
tienen que ser elegidos de tal manera que las dos partes 
de la circunferencia tengan una tangente común en el punto 
de unión. Determínese cuál es la dependencia relativa de 
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los radios C¿A = r, y C¿B = r,, para que la elipse aproxi- 
mada tenga los semiejes dados a y b 

22. En la figura 172 se representa un mecanismo en el 
que OB = BA = a, MB = bd. El punto O está inmóyil, B 
gira alrededor de él, describiendo una circunferencia, 
y A se desplaza por la recta Ox. ¿Cuál es la curva que 
describe el punto M? 


$ 5. La hipérbola 


En los siguientes problemas es necesario formar la ecua- 
ción de una hipérbola, si se sabe que: 

1. Las coordenadas, del foco F y del punto M de la 
hipérbola: a) F (+13; 0) y M e 12), ») F (+ 15; 0) 
y M (20; 12), c) F (+43; 0) y M (105; 8). 

2. Las coordenadas de los vértices (+-1; 0) y las coor- 
denadas de los focos (+-3; 0). 

3. El semieje real es igual a 5 y los vértices dividen 
por la mitad la distancia entre el centro y el foco. 

4. El semieje real es igual a 6, y la excentricidad e = 1,5, 

5. La distancia focal es igual a 26, y la excentricidad 
igual a 2,6. 

6. La excentricidad de la hipérbola es igual a 1,25, y la 
hipérbola pasa por el punto (2M5; —41,5). 

7. La hipérbola pasa por los puntos M(—4; 3) y 
y N (VIO; 41,5). 

8. Hállense las coordenadas de los focos, la excentrici- 
dad y las ecuaciones de las asíntotas de las hipérbolas: 
a) 161? — 9y? = 576, b) 31? — 5y? = 30, c) 641? — 225y?* = 
= 400. 

9. Hállese la ecuación de la hipérbola para la cual: 

a) las asíntotas están representadas por medio de las 


ecuaciones y = +31, y los focos tienen las coordenadas 
(+ Y 10; 0); 

b) las asíntotas están representadas por las ecuaciones 
y==+ he, y la hipérbola pasa por el punto (2,1). 


10. Determínese el ángulo formado por las asíntotas, si 
la excentricidad e = 2. 

11. Calcúlese la excentricidad de la hipérbola, si el 
ángulo formado por sus asíntotas es igual a 60%, a 90”. 
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12. Hállese la dependencia entre la excentricidad de la 
hipérbola y el ángulo formado por la asíntota con el eje 
principal. 

13. Hállese la distancia desde un punto situado en la 
nd q2 y? 
hipérbola 205 EI 
punto es igual a: a) 15, b) ee 5 


= 1, hasta sus focos, si la abscisa del 


14. Hállese en la hipérbola =P =1 un punto cuya dis- 

tancia hasta el foco izquierdo es el doble que hasta el derecho. 
2 2 

15. Hállese en la hipérbola = — 0 = 4 un punto 


M (to, Yo) para el cual los radios vectores focales son per- 
pendiculares entre sí. 

16. Hállese la ecuación de la hipérbola equilátera que 
pasa por el punto: a) (4; —2), b) (-3; V 2). 

17. Transfórmense las ecuaciones de las hipérbolas en 
ecuaciones, relativas a las asíntotas: a) 2? — y? = 12, 
b) 1? — y? = 8. 

18. Transfórmense las ecuaciones de las hipérbolas en 
ecuaciones relativas a las asíntotas, tomando los ejes de 
simetría de la hipérbola como ejes de coordenadas: 

a) 1y=3, b) xy=5. 

19. Fórmese la ecuación de la hipérbola que tiene los 

focos comunes con la elipse += = 1, suponiendo la 


excentricidad de la hipécbola E a 1,25. 
20. Fórmese la ecuación de la hipérbola sabiendo que 


2 
sus vértices están situados en los focos de la elipse + 


2 
a = 41, y los vértices de esta elipse se encuentran en los 


focos de la hipérbola. 

21. Calcúlese la longitud del lado de un cuadrado inscrito: 

a) en la elipse =+E= 1, b) en la hipérbola 3 

E 

2 

Investíguese en qué hipérbolas se puede inscribir un 
cuadrado. 

22. Fórmense las ecuaciones de dos perpendiculares, 
bajadas desde el foco derecho de la hipérbola 91? — 16y? = 
= 144 a sus asíntotas. 
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23. Hállense los puntos de intersección de la hipérbola 
161? — 9y? = 144 con las rectas: a) 20x7-21y +12 = 0, 
b) 41 — 3y =0, e) y = 21 — 3. 

24. Hállense los puntos de intersección de la hipérbola 
21? — y? =4 con la circunferencia 1?+y? = 8. 

25. Hállense los puntos de intersección de la elipse 


2 ya e q? yo 
DI 4 con la hipérbola > 1. 


$ 6. La parábola 


En los siguientes problemas es necesario formar la 
ecuación de la parábola que tiene el vértice en el origen 
de coordenadas, conociendo: 

1. Las coordenadas del foco a) (4; 0), b) (0; —3). 

2. La ecuación de la directriz es: a) x=1, b) y =—2. 

3. La parábola es simétrica al eje Ox y pasa por el 
punto: a) (1; —2), b) (—2; 4). 

4. La parábola es simétrica al eje Oy y pasa por el 
punto: a) (—3; 2), b) (2; —3). 

5. Una piedra arrojada al alto, formando un ángulo 
agudo con el horizonte, describe el arco de una parábola 
y cae a una distancia de 16 metros. Determínese el pará- 
metro de esta parábola si la altura máxima alcanzada por 
la piedra es de 12 metros. 

6. El espejo del faro de un automóvil tiene la forma de 
una parábola (su sección). Hállese la ecuación de esta pará- 
bola, teniendo en cuenta que el diámetro del faro es de 
20 cm, y la profundidad, 15 cm. El eje Ox es el eje del 
faro. El origen de las ordenadas está situado en la parte 
profundad del espejo. 

7, El espejo parabólico del refractor de un observatorio 
tiene una distancia focal de 20 metros y un diámetro de 6 
metros. Hállese la profundidad de la cavidad parabólica 
que fue necesario hacer al construir este espejo de un cristal 
plano. 

8. Fórmese la ecuación de la parábola que es: 

a) simétrica al eje Ox y que corta en este eje el segmen- 
to +a, y en el eje Oy, los segmentos +b (fig. 173); 

b) simétrica respecto al eje Oy y que corta en este eje 
el segmento +b, y en el eje Ox, los segmentos a (fig. 174). 

9. La armazón representada en la figura 175 tiene la 
forma de una parábola. 
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La longitud de la luz es igual a !, la flecha de la comba 
es igual a f; la luz está dividida en 2n partes iguales. Deter- 
mínese la longitud de las vigas verticales (y,, Ya, ...) y las 
diagonales (di, da, ... y d;, d,, ...) de la armazón. 

Ejemplo numérico: / =20 m, f[=5m y n= 4, 


Fig. 173 Fog. 174 


10. Resuélvase el mismo problema si se trata de una ar- 
mazón en forma de hoz, formada por dos parábolas (fig. 176). 

Ejemplo numérico: 1 =20 m, f=2 m (la flecha de 
la comba de la armazón), ff = 3 m (la comba de la pará- 
bola inferior), n= 4. 


Fig. 176 


11. Fórmese la ecuación de la parábola, conociento las 
coordenadas del vértice O” y del foco F de la parábola: 
a) O” (2,3) y F (2; 5);b) O” (3; 0) y F (3; —3); 0) O” (1; —2) 
y F (4; —2); d) O' (2; 0) y F (0; 0). 

12. Fórmese la ecuación de la parábola, conociendo 
la ecuación de la directriz y las coordenadas del vértice O” 
de la parábola: a) y = -—2 y 0'(4;1), b)y=1 y O (3; 
1) c)r=3y0'(1;1),d)x =0 y O” (-1; 0). 

13. Fórmese la ecuación de la parábola, conociendo la 
ecuación de la directriz y las coordenadas del foco F' de la 
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parábola: a)r=0yF (5,0), b)y = —1yF (2;3),c)x =1 
y F(-2; 2 

14. Fórmese la ecuación de la parábola, sabiendo que 
en ella: 

a) el eje es paralelo al eje Oy, el vértice tiene las coor- 
denadas (2; —1) y la parábola pasa por el punto (4; 0); 
b) el eje es paralelo al eje Ox, el vértice tiene las coorde- 
nadas (2; 3) y la parábola pasa por el punto (1; 1). 

45. Determínense las coordenadas del vértice, la mag- 
nitud del parámetro y la dirección del eje de simetría de 
las siguientes parábolas: 


a) y?—10r—2y+ 21 =0, b) y2— 614 14y + 49 =0, 
c) y2481—16=0, d) 22—6r +4y—11=0, 
e) y=x*—8x-+ 15, f) y=x?46z, 
g) y=2c—«x?, h) y=x—?. 


16. Transfórmense las ecuaciones de las circunferencias: 

a) 124+y46x—7=0 y b) 2? + y? — 104 2y+ 
+-1 = 0 en ecuaciones canónicas y determínense las coor- 
denadas del centro y del radio. 

17. Transfórmense las ecuaciones de las hipérbolas: 
a) 91? — 25y? — 18x — 100y — 316 = 0 y b) 54? — 6y? + 
+40x — 12y — 34 =0 en canónicas y determínense las 
coordenadas del centro y las magnitudes de los ejes. 

18. a) Hállese en la parábola y? = 4x un punto, para el 
cual el radio vector focal es igual a 17. 

b) Hállese en la parábola y? = 8x un punto para el cual 
el radio vector focal es igual a 10. 

19. Hállese la ecuación de una cuerda común para la 
parábola y? = 18x y el círculo (+6)? + y? = 100. 

20. Verifíquese que el lugar geométrico de los centros 
de las circunferencias que pasan por el punto dado y que 
son tangentes a la recta dada, es una parábola. 


$ 7. Problemas mixtos 


1. Demuéstrese que para cada recta que sale del punto 
M (xo; Yo) y corta a la circunferencia 24 y2 = a?, el 
producto de las distancias desde el punto M hasta los puntos 
de intersección de la recta con la circunferencia es el mismo 
(corolario del teorema conocido en la planimetría sobre el 
producto de una secante por su parte exterior). 
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2. El vértice del ángulo recto de un triángulo se en- 
cuentra en la recta 2x1 + y — 10 = 0, y los otros dos vérti- 
ces, en los puntos (2; —3) y (4; 1). Calcúlese el área del 
triángulo. 

3. Hállese el ángulo formado por las rectas que pasan 
por el origen de coordenadas y por los puntos que dividen 
en tres partes iguales la cuerda 2x+3y — 12 = 0 de la 
parábola 2x? — 9y = 0. 

4, El centro de una circunferencia tangente a los ejes 
de coordenadas se encuentra en la recta 3x — 5y +15 = 0. 
Hállese la ecuación de esa circunferencia. 


2 2 
5. En el primer cuadrante de la elipse TA = 1 se 


ha tomado un punto, cuya abscisa es igual a 1 Es , y ha sido 


unida con los focos de la elipse. Demuéstrese que los radios 
vectores obtenidos son perpendiculares entre sí. 
6. El vértice de una parábola se halla en el centro de una 


. , : : 3 Z 
circunferencia, cuyo radio es igual a 7 del parámetro p 


de la parábola. La cuerda que une los puntos de intersec- 
ción de ambas curvas sirve de lado de un rectángulo ins- 
crito en la circunferencia. Hállense las longitudes de los 
lados del rectángulo y las ecuaciones de sus diagonales. 


, 2, yl 2 
7. Los focos de las elipses 5 SS =1 y +A =1 


están unidos entre sí por unas rectas, y en el rombo for- 
mado de este modo hay inscrita una circunferencia. Hálle- 
se la ecuación de esta circunferencia. 

8. Una elipse y una hipérbola tienen focos comunes, 
siendo la distancia que los separa igual a 2/13; la dife- 
rencia entre los semiejes focales es igual a 4, y la razón 
de las excentricidades, igual a 7: Fórmense las ecuaciones 
de estas curvas y hállense los puntos de intersección. 

9. Se da la hipérbola x? — y? — 6x = 0. Hállese la ecua- 
ción de la recta que une el centro de la hipérbola con el 
centro de la circunferencia que pasa por el origen y el 
punto de intersección de la recta x — 2y + 4 = 0 con los 
ejes de coordenadas. 

10. Si el origen de coordenadas O sirve de centro a una 
circunferencia, que es tangente a la recta 3x — y — 10 = 0, 


dida 5 p : 3 
y de vértice de una parábola, cuyo parámetro es igual a 3» 
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y su eje coincide con el. eje Ox, y si desde el punto M de 
intersección de estas curvas, situado en el primer cuadran- 
te, se traza una circunferencia, tangente al eje Ox, que 
corta a la primera circunferencia en los puntos P y Q, en 
ese caso, el punto de intersección de la cuerda PQ con la 
ordenada del punto M pertenece a una elipse, cuyo eje 
mayor es el diámetro de la primera circunferencia, y el eje 
menor es igual al radio de la misma circunferencia. Demués- 
trese esto. 


$ 8. Teoría de los Inmites 


1. Verifíquese que si x toma uno tras otro los valores: 
1 3 7 2714 E S 
E límite es igual a 1. 

2. Verifíquese que el límite de cos x es igual a cero 


. TE 
Ss LI2—> 5. 


2 
3. Verifíquese que lim cos x = 1. 
2» 0 
4. Verifíquese que lim sen x= 1. 
o 


D. Si > 0, ¿cuáles de estas magnitudes son infinita- 
a > 2 

mente pequeñas: 10x; 2?; Vo; as?; 2; a 5 : = : 
240 tx x—a? 

6. Si x toma uno tras otro los siguientes valores: 

1 1 1 ; < Ta 
1; 75 3; 7: 5; Fis» des una magnitud infinitamente 
grande o infinitamente pequeña? 

Hállense los límites de las siguientes expresiones: 


10 A a2—346 . 
1. 271 A 4. 8. TS r—>2. 
a24br—t . x2— . 
9. 5 F3 si x—0, 10. a 1, 
242145 . 
Y AA 134-242 : 
7279 12. AE Ga Sl a— 0. 
dd 3 
" 2342432 E ; 14. A si z—=4, 
15 ral, E y q 
"o IP—qg S1-z y 16 1 rx? si Z—> 00 
p>0q. AAA 
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axti bad er. 245 
17. RAT ma? si I—> 00. 18. 21343 sl T— 00 
2 22 
19. ar si r— 00. 20. =— i 1+ 00 
ate —a 
1 % x 2x 1 pS 
21 137 15 si 1, 22. Pe, io? si I—>4. 
2 y 
93. e v3 siz—3, 24 24. Vii+1—u, donde 
z al si z—>00. 


Explíquese el sentido geométrico. 


$ 9. La función y la continuidad de la función 


1. Suponiendo f(x) = 5 + 3x — 5x?, hállese f(—1) 

2. Suponiendo qp(x1)=a2?—2, hállese q() +4 
y p( +4). 

3. Dado: F (1) = Í7+1 hállese F (2 — 2). 


4. Dado: Fa=E+2; verifíquese que F(+)= 


5 
> 
5. Dado; f (1) =7; verifiquese que f (x + h) — f (1) = 
h 
a24 ah "* 
6. Hállense los valores de £ para los que f (1) = Y + t — 
— 6 se convierte en cero. 

7. Una ecuación con una incógnita tiene la forma 
f(x) = 0. ¿Qué notación debe emplearse para indicar que 
los números 1 y —2 son raíces de esta ecuación? 

8. Suponiendo f (x) = a”, escríbase por medio de este 
simbolo la igualdad a*.a% = ar*?, 

9. Suponiendo f (x) = tgx, escríbase por medio de este 

tg r-+tg y 
l—tgxr-tg y * 
10. Dado f(x) =sen x, verifíquese que 
f (24 22) + f (2) =2sen (2-+ 2)-cos z. 

11. Hállense los campos de determinación de las funcio- 

nes: 


a) y=V4=a% b) y=Vx+1-V3—=x; 0) y=V 3+2+ 


símbolo la fórmula tg (1 + y) = 
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12. Constrúyase la gráfica de las funciones: 
a) y=|x| en el segmento [—2; +2); 

b) y=|x—2| en el segmento [—2; -+6]; 
c) y=4x—«u? en el segmento [—1; 4); 


1 1 1 
dyi=33:89 Y= =p" D y=t+>o5 
2 to, 1 
)y= ¿A My 5 1) Y —— 5 
1+2% 1429*-1 


disi —1<xr< +4; 
2x, si +1<xr<-+2. 


13. Hállese la magnitud de la variación del volumen 
de un cubo al variar la longitud x de su arista en Ax. Hágase 
el cálculo para x =2m y Ar =0,1 m. 

14. Calcúlese el incremento de la función y = x*— 24 + 
+5 al variar el areumento desde x = 2 hasta x, = 2,04. 


15. Hállese el incremento de la función y = q el el 


valor del argumento x es arbitrario y si el incremento Ax 
es arbitrario. 

16. Hállese el incremento de la función y=lgx para 
cualquier valor positivo de x si el valor del incremento 
Ax es arbitrario. 

17. Determínense los puntos de discontinuidad de las 
funciones: 


a+2, si —2<zx< —1; 
j) eb 


a) ys ») ==: 
A ES 247 . 
) Yy=3x Y Saura: 
213 al 
e) 1 ARA E E 
442% 


18. Demuéstrese la continuidad de la función para 
cualquier valor real x=cC: 


a) =p Dy=V2 (2>0); 
Cc) y=Cost; d) y=a* (a>0; a=1); 
e) y=1log¿xw (a>1t;, 0O<r<+o00). 
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19. ¿Será la función propuesta: 
2x, si 0O<r<l 
Yy= 3x, si 1<x<2, 
continua en el segmento 0 < x < 2? Constrúyase la gráfica. 
20. Demuéstrese la continuidad de tgx para todos los 


T $ 
valores de x, menos r= + 3 2-2 kx, donde k es cualquier 
número entero. 


$ 10. Función derivada 


1, Hállese la razón se para las funciones: 
a) y=2*—a41 si x=1, Ar=0,1; 
b) y=2 si x=2; Ax=0,01; 
c) y=Vx si x=4, Ar=0,41. 


Verifíquese que al tender Ar a cero, esta razón tiende 


en el primer caso a 4, en el segundo a + y en el tercero 
1 
a Z . 

2. La ecuación del movimiento de un punto es: s = P-+ 
+10. Hállese la velocidad del movimiento de dicho punto 
en el instante t= 2. 

3. El ángulo q de giro de una rueda al frenar se de- 
termina por medio de la ecuación q = n-+bt — ctf?, en la 
que a, b, c son constantes y tes el tiempo. Hállese la velo- 
cidad angular en el instante t y determínese cuándo se 
parará la rueda. 

4. Al elevar la temperatura de 1 kilogramo de agua 
desde 0” hasta £”, la cantidad de calor Q requerida se deter- 
mina por medio de la fórmula: 


Q =1+0,00002t2 4+- 0,0000003£*3 kcal, 


Hállese la capacidad calorífica del agua para 
t = 50", 

5. Un cuerpo de 2 kilogramos se mueve rectiliíneamente 
según la ley s = 1+1?; s se expresa en centímetros, y £ en 
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segundos. Determínese la energía cinética (57) del cuer- 
po una vez transcurridos 9 segundos desde que empezó el 
movimiento. 

6. Una pieza metálica, cuya densidad es igual a d, 
tiene la forma de un cono, siendo la base de éste igual a 1 cm. 
La longitud de la pieza es de 50 cm. Hállese la densidad 
lineal en la mitad de la longitud de la pieza. 

7. Hállese el coeficiente angular de la tangente a la 
parábola y = x?: a) en el origen de coordenadas, b) en el pun- 
to x = 3, c) en el punto x = —2, d) en los puntos de inter- 
sección de la parábola con la recta y == 3x — 2. Verifíque- 
se que la tangente en el punto C (x,; y,) divide el segmento 
[0, x,1 del eje de las abscisas por la mitad y hállese la regla 
de la construcción de la tangente. 

S. Hállese el coeficiente angular de la tangente a la 
parábola cúbica y = a2*: a) en el punto (x,; y1), b) en el 
punto x = 2. ¿Puede ser negativo el coeficiente angular de 
la tangente a la parábola cúbica y = x3? Verifíquese que 
la tangente en el punto C (x,; y,) divide el segmento [0, x,] 
del eje de las abscisas en la razón 2 : 1, a partir del origen de 
coordenadas. Hállese la regla de construcción de la 
tangente. 

9. Hállese la ecuación de la tangente a la hipérbola 


equilátera y=2; a) en el punto (x,; yi), b) en el punto 


x= 1, c) en el punto x= —> . ¿Puede ser positivo el coe- 


ficiente angular de la tangente? 

10. ¿Cuáles tienen que ser los valores del argumento 
para que las tangentes a las parábolas y = x? e y = a? sean 
paralelas? 


11. ¿Cuál es el ángulo que forman al cortarse la hipér- 
bola x= - y la parábola y = Vx? 

12, ¿Qué ángulos se forman al cortarse las parábolas: 
y = Vx e y = => 

13. ¿En qué punto la normal a la parábola y = x? es 


perpendicular a la recta y = 4x + 1? 
14. Demuéstrese que las normales a la curva y = 1? — 


— 141, trazadas en los puntos: 1, =0, 22 = —1, 23 = 


se cortan en un mismo punto. 


21. 
23. 


25. 
27. 


29. 
31. 
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$ 11. Cálculo de las deri vadas 


. y=32—6xr +10. 


1 1 
A y=7 0-37 0414 


+4. 

. y=a*+bx+<c. 
da 215 z? 
DE Tm 
_ ag ba? a—b 

doi RT b 


.y=—g 432, 
.y=a*— 22 + lg 2. 
1 
.y=302—21 244. 
.y=eV3+5VDB4 


+V5. 
_ 3a2 a 
EE y 


a 


4. 


y=5t4 2. 
A 
—x-+0,5. 


6. y=ax384bx*—cer+d. 


A 


5 3 


1 = 
. y=6x2+4g2 + 2g2, 


+ 5x V z. 
1 Tod 
3 T3>* 


EAN 


2Vz 


Para los $ 81 y 82 


y =(1 +52) (1 —7x). 
y = (2024-32-45) x 
x (S1?— 2x 4-3). 
y = (ax + b) (cx-+ d). 
y = x(2x— 1) (3x + 2). 
Sr 


Y= iq 
_ A—q3 
I= 123 


Derivar 


22 


24. 


30. 


32. 


. Y =(1 443) (1 —222) 


y=(1—x—i) x 
Xx (1 —x-+a3). 
. y =(ax + b) (ca? +- d). 
-y=(2—1) (4) x 
x (1?—9). 
i—x 
YES 
arH+-b 
y= cr+d * 


43. 


ES. 0 
46. PSA: 
Hállense p' (2) y p' (0). 
Para el $ 85 
47. y =(32? 4-8). 48. y=(5— 4x7. 
49. O e 50, y= (mat nx? 4 p). 
51. y=(2*420, 52. y=(ax” + ba”y, 
53. ea 54. y=V av br+<cx?, 
55. y =(ax + b)?—(ar—by 57. y=3>V5-2V 3Xr+5. 
56. y=V5-7VT+e2, 59. y= 7 
58. y=(2 1/3 +52) . Y (a2— 1)3 
60 En 5 61. y= Ba . 
: Y GI Yyatr 
yate 63. y=V((—"*P—- 
(1+V2" e 
64. y=/ 2414 65. y=V27V 2. 
+V(EFM. 


F (u) = E, A 


34. 
36. 
38. 
40. 
42, 


E a xi p2 
IS RRA 


F (u)=(1+4+u3) x 


x (5 : 


Hállese F" (1). 


44, 


F(u)= (14 Vu) x 


x e 


Hállese F' (a). 
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66. y=Va+ Vaz. 67. y=(042) Y 14 de, 
68. y=(2+ 31? V 14522). 69. ==" 
513 
70. Y= A * 71. y = (3x 4-59 (Sx 4 4)8. 
72. y=(2+4)(2— 30) x 18. y=(8+a)" (240). 
x (2a + 3). pes y == 
m 1” 
74. y= pza —— 
(P=ajr iy a EZ. 
x2—d4 a 
76. y= VE 79. y => 
18, y VEA Le 
e ae A A 
, (14 Y2)" 
VUIFDP 
1-Vz 
a avd 
Para el $ 86 
Hállese el límite 
83. sento si —0, 84. meo si x—>a 
85. => dh ms 86. x.ctgx si—0. 
Para el $ 87 
Hállense las derivadas 
87. y=sennz. 88. y=sena”. 
69. y=senz. 90. y=>c<os (ax)”. 
91. y=cos”" ax. 
03.9 =18* be. 92. y=Ctg az. 
95. y=tgp—p. 94. y=2x sen 2x. 
97. p=a-cos 20. 96. y=tg L—-<É. 
99. r=r(t—sent). 98. p=*V cos 20. 
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100. y=r(l—cost). 


102. y =A-sen (ot-+ a). 


104. s=sen + A 


106. y=2sem>z . 
108. y =sen (cos 2). 


110. y=ctg3xW4 3 ctg x. 


112. y=3 92 


—2tg 5 +2. 
114. y=KÑ. 
116. y =sen x-sen 2z. 
148. f(a) = EZ. 
Hállese f' (+). 
120. 1) = oz * 


Hallese f (+) 
122. y=ax-tgazr. 


124. y= sec” az. 


101. y=2-sen3xW4-3c0s 2x. 
103. s=c08 —. 
105. y=c0s!? 2x, 
107. y=a:sentt., 
109. y=+cos (sen z). 
111. y=hg + 
+ tec tgz. 
113. y=V1-+sen2r— 
—V1—5sen?2x. 
115. y=senxx 
x (sen t + 008 2). 
117. y =sen?x-(cos?x + 1). 


140. (1) ESE. 


— 1—senz 
Hállese f' (5) : 


1—c0s 


124. ()=—5 
sen 7 


3 
Hállese f' (31). 
123. y=secaxz. 


Para el $ 88 


125. Sabiendo que ve = 2,302585 y —1_= 0,4342945, 


hállense: 


In 10 


a) los logaritmos naturales de 2, 7 y 13 por medio de 
los logaritmos decimales de esos números; 

b) In3 = 1,09861; In5 = 1,60944; In 11 = 2,39790. 

Hállense sus logaritmos decimales por medio de cálculos. 


1/2 94 593 
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126. y=1lo0g,(3+ 12). 127. 
128. y=In(a?—22). 129. 
130. y=%In(a2 +22). 131. 
seas 3 
132. y=1In x* + In ds 133 
134. y =1n 32 + 1n —. 135. 
136. y=1nInzx. 137. 
a+z 
138. y=In >=. 139. 
140. y=1log. 2? + log? x. 141. 
a 
142. y=InV 1 +a?. 143. 
144. y=in(x-+1n 2). 
146. y=a-ln"z. 145. 
148. y=1n(1-+-<cos x). 147. 
150. y=1n V sen 2z. 149. 
152. y=senln zx. 151. 
1454, y =5%-2x, 153. 
455. 
156. y=5-31+48 157. 
158, y=e*+e”. 159. 
160, p=aw, 161. 
=a.e Vx 
162. y=a4 a E 163. 
— Kkseni x 
164. y=5 a 165. 
166. y=e** 167. 
168. y=e” 169. 
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Para los $ 89 —93 


Hállense las derivadas 


y =108 a (1 + 2?). 

y =1n (5 +32). 

y=31n(5-x)+ 
+ 2 1n (442). 


. y=1l0g. V z. 


y=1nVzx+VInz. 
y=nVx+1. 


n 


y =1nsen x--Incos x 
y = 1n sen? x. 


y=atsax, 

y=a*, 

y =(2—3) 0* — 
—ár.e* +3. 


170. y =x?-e*-cosz. 
1472. y=w-Inz—z. 
pg —grx 
174. Sd re 
176. y=x-ctgx— 


y2 
—1n sen DA 


178. f(x) =1n te 


COS x 
TT sen? a * 
z , T 
Hállese f (5) ; 
180. y=e" x 


X (sen ax — cos ax). 


182. f(93=VInz. 
Hállese f' (e) 
184. y=1n (In? x) 


186) :y =p e rP=Serl, 


188. y=In(Vx+a+V 2). 


190. y=arc sen Z , 
192. y =arc cosec z. 


194. y=arc sen (cos 2). 
196. y =arc tg (In x). 


198. y=Inarc tg (tg +) 


200, y=arctg it" 


474, 12%. 


173. y=e" mx, 
ax gr* 
177. y= Fa Intgr+ 
+ sen £. 


179. f (a) =e" sen rx. 


HMállese f (3) . 


l+tgzx 
181. $ (2) =1n<% rr 


Hállese f (+) l 
183. f(1)=x VInz. 
Hállese e (e). 

x 


Hállese f' (0). 
187. y=Inle+V1 + 23). 
189, y=1ln 


191. y=are tg a 

193, y =erte senz, 

195. y=arc cos (sen 2). 
197. y=arc ctg (Un) - 
199. y =arc tg (In sen 2). 


201. y=x-arc sen z. 


202. 


204. 


206. 
208. 


210. 
212. 


y=1V 1-a+ 


Eye 


y = (sen ajena, z 


203. y=Va—a2+ 


T 
+a-arc sen. 


205. y=arc tg =+ 


fia 
+ 1n V a 
207. y = (sen 2)”. 
209. y=xInx, 


211. y = xare senx, 


213. y= Ey 


Hállense las derivadas del orden indicado.en la solución 


214. 
215. 


216. 
217. y= 


218. 


219. 


220. 
221. 
222. 
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Para el $ 94 
A » z 
Solución: y = VU + 
—u 
4. ce 
Solución: y” == (e%-+e 0). 
Solución: =p : 


Solución: y”= 2ctg x-cosec? x. 


Hállese la expresión general de las derivadas 
de orden enésimo 


Solución: y” =m(m—1)... 
.. [m—(n—1)x"" 
S.:y"=(—1)”-n! 
(14+ay "+, 
S. y =b".g0tdx, 
S.: y” =a*.b".1n” a. 


S.: y” =08 (an) ¿ 


223. y =Ssenz. S.: y” =sen (an) . 
224. y =1n(ax + b). E 
am) y a) lar 
S.:y” = A 
Compruébense las igualdades 
225. Si y =senx—a-cos x, entonces y” -+y=2sen 2. 
226. Si y=a-cos2x+b-.sen2x, entonces y” -+4y =0. 
$ 12. Estudio de la función por medio de la derivada. 
Máximo y mínimo. La velocidad y la aceleración 


Determínense los intervalos de la variación de x en los 
que las funciones siguientes crecen y decrecen: 


l. y =132—4x4-6. 2. y=2102—4x45. 
3. y=2134—3x?241. 4. y=1%4 30245. 
d. y=w—2224 1. 6. y=x*—4x2?-+4 5. 


Determínense los máximos y los mínimos de las si- 
guientes funciones: 


7. y =2x?—5x—3. 8. y=4+4+3x— 22, 
9. y=4—3x—a?. 10. y=x—2Ziz. 
11. y =x32—2a?. 12, y=14443x—7. 
13, y=x*49x—1. 14. y=4422—8x-p1. 
15. y=%-—22—T+ 2. 16. y=3t—484 4a?—415. 
17. y=%%—1424 18. y=314%—4x —6x? +4 
+ 24x— 3. + 12—8. 
19. y =(2-1)(x+1). 20. y=x(x—1)?- (1441). 
2 5 E 27 
2. I= Ft > 22: y=3t— ¿=- 
a 20 E a 
2 +32 —10 
3124-52 4-25 6. y. LEO 
25. A. y 245 
E 28. y=24+V (12-22 
2. Y= > a y ae ) 
29. y=3-V (787. CIN 
31. y=xt.e”*. 32. Y=1.7-* 
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Hállense en los siguientes ejercicios el máximo y el 
mínimo de la función respecto a los valores más sencillos 
de los arcos. 


33. y=senx-+-C0s x. 34. y=tgx+ctgx. 
35. y=t+tgz. 36. y=sen zx (1 -+-cos 2). 
37 e sen z 

Pg i+tgz 


38. Divídase el número 10 en dos partes de tal modo 
que su producto alcance el valor máximo. 

39. Divídase el número 10 en dos partes de tal modo 
que la suma del duplo de una de ellas y del cuadrado de 
la otra sea la mínima. 

40. Hállese un número positivo tal que al sumarlo con 
su recíproco dé la suma mínima. 

41. Hállese un número positivo que se diferencie de 
su cuadrado en la magnitud máxima. 

42. De todos los rectángulos que tienen un perímetro 
dado 2p, hállese el que tiene el área máxima. 

43. De todos los rectángulos inscritos en un círculo de 
radio R, hállese el que tiene: a) el área máxima, b) el 
perímetro máximo. 

44. De todos los triángulos isósceles inscritos en un 
círculo de radio R, hállese el que tiene: a) el área máxima, 
b) el perímetro máximo. 

45. ¿Cuál de los triángulos rectángulos de hipotenusa c 
tienen: a) la suma máxima de los catetos, b) el área máxima? 

46. Una ventana tiene la forma de un rectángulo, con 
un semicírculo en lo alto, y su perímetro es 2p. ¿Cuál 
debe ser la proporción entre las dimensiones de la ventana 
para que tenga el área máxima? 

47. ¿A qué tiene que ser igual el radio de un círculo 
para que su sector, de perímetro 2a, tenga el área máxima? 

48. ¿Cuál tiene que ser la proporción entre el radio y la 
altura de un cilindro para que éste tenga el volumen dado v 
y la superficie total sea la minima? 

49. ¿De qué dimensiones es necesario elegir el radio 
y la altura de una tienda de campaña de forma cónica para 
que tenga el volumen dado v y para que se gaste en ella 
el mínimo de tela? 

50. Hállense los lados de un rectángulo de área máxima 
: a S x 2 
inscrito en la elipse a TR ==. 
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31. Determínese la anchura de un rectángulo de área 
máxima inscrito en un segmento de altura kh de la pará- 
bola y? = 2px. 

52. Una torre de perforación está en el campo a 9 km 
del punto más próximo de una-carretera. Hace falta en- 
viar a una persona desde la torre a un poblado situado a lo 
largo de la carretera a 15 km del punto mencionado (se 
supone que la carretera es recta). Si esa persona marcha en 
bicicleta a 8 km por hora a campo traviesa y a 10 km 
por hora por la carretera, ¿a qué punto de la carretera debe 
dirigirse por el campo para llegar en menos tiempo al pobla- 
do? 

53. El barco A, que se encuentra a 75 millas al este 
del barco B, navega hacia el oeste a 12 millas por hora; 
el barco B navega hacia el norte a 9 millas por hora. ¿Den- 
tro de cuánto tiempo se encontrarán los barcos a la distan- 
cia minima? 

54. La luz de una lámpara de mesa puede bajarse y subir- 
se. ¿A qué altura es necesario levantarla sobre un libro 
colocado en la mesa a a centímetros del centro de la base 
de la lámpara para que a iluminación sea la máxima? 
Za iluminación de directamente proporcional al seno del 
ángulo de inclinación del rayo luminoso respecto al plano 
del libro e inversamente proporcional al cuadrado de la 


distancia del libro a la luz (1=322). 


55. Supongamos que la magnitud x ha sido medida n 
veces con la misma escruipulosidad y que los resultados 
obtenidos son l,, la, lz ... l,, que aunque muy poco, se 
diferencian entre sí. En cada medición, la diferencia |x —lh | 
es el error absoluto. Según la teoría de los errores, el valor 
más probable de la magnitud será aquél con el cual la suma 
de los cuadrados de los errores: 


(01) (a 1) (al. + (01, 

alcanza el mínimo. Demuéstrese que el valor más probable 

es la media aritmética de los resultados de las mediciones: 
U+la+-.-+!n 


n 


r= 
Investíguense las siguientes funciones y trácense sus 
gráficas: 
0. y =*. 7. y=23, 
58. y=28—32241. 59. y=232—2a* 
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2 5 
60. y=e-". 61. U=F+3r > 


312457425 2 1 
6 y E yA 


x 

64. y=x4+2V 4—z. 

65. La ley del movimiento rectilíneo de un punto es: 
s = P—4410£4-4. Determínese su velocidad y ace- 
leración en los instantes: ¿=0,t=41 y t= 2. 

¿En qué instante alcanza el punto la velocidad mínima 
y Cuál es la magnitud de esta velocidad mínima? 

66. La ley del movimiento rectilíneo de un punto es: 
s =a- e*', Determínese la velocidad y aceleración iniciales 

67. La ley del movimiento rectilíneo de un punto es: 


Y E 
s=- (e —e*), 
Verifíquese que la aceleración %4=s. 
68. La ley del movimiento rectilíneo de un punto es: 
s=a-tgot. 


Hállense la velocidad y la aceleración. 


$ 13. La diferencial 


1. Verifíquese que la diferencial de una función lineal 
es igual al incremento de la función. 

2. Calcúlese el incremento y la diferencial de la fun- 
ción y = 14 — 2x+5 al variar el valor del argumento de 
x=2a x+Azr= 2,01. 

3. Calcúlese el incremento y la diferencial de la fun- 
ción y = <= al variar el argumento de 3 a 3,001. 


Hállense las diferenciales de las siguientes funciones: 


4. y=ax* + ba?—cx + d. 5. Vit. 
Tr 

T e MAA 
6. US RE" di y=V1I+taz. 
O al variar x de 3 a 3,2. 

Vi2446 

A— zx 5 

9. y= a al variar x de 0 a 0,1. 
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A 11. y=Htgt2—tgr+z. 


sen T—cosz * 
12. y=lnx?+1InV z. 13. y=x-Inz. 
14. y=InV1+2e. 15. y =arcsen ==. 
16. y =e'* (senzx-+-cos2). 


17. Al medir con una aproximación hasta de 701 m 


se ha encontrado que el lado de un cuadrado es igual a 5,2 m. 
Determínense los errores máximos, absoluto y relativo, 
para el área del cuadrado. 


18. Al medir con aproximación hasta de Ñ - 0,01 m se 


ha encontrado que la arista de un cubo es igual a 1,05 m. 
Hállense los errores máximos, absoluto y relativo, para el 
volumen del cubo. 

19. El período de oscilación de un péndulo se deter- 


mina por medio de la fórmula T=25y -, en la que 1 es 


la longitud del péndulo y g es la aceleración de la fuerza 
de gravedad. Al medir 1 se ha cometido el error Al, Deter- 
mínese el error relativo cometido al calcular 7. 

20. Verifíquese que al elevar a la enésima potencia el 
error relativo de la base aumenta n veces, y al extraer la 
raíz de índice n, el error relativo del radicando queda 
dividido por n. 


$ 14. La integral indefinida 
Para los $ 113-116 


1. Y 2% de. 2 | Vx dz. 

dá ) TE Ny yz" 

5. | (at 3084522) de. 6. | (122) (1 +32) de 
il ¡ (2) dz. 8. | eZ y 
9. (Lan. 10. qe En 
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11. La velocidad de un cuerpo después de t segundos de 
haber comenzado el movimiento es igual a vy +-at. Deter- 
mínese el espacio recorrido en í segundos. 

12. Hállese la ecuación de la curva que pasa por el 
punto (1; 1) si el coeficiente angular de la tangente en 
cualquiera de sus puntos es igual a 3x— 1. 


Para el $ 117 


13. ( (VE-=33) dh 14. $ E 
15. | TA 16. Ñ rap 
17. | a 18. Ñ E, 
1 
dd A ra 
9%. $ Ae ] 99, S a 
23. Hz + 24. Y e=t=.do, 
25. Ñ 7 . 26. Ñ 12a?*.-Ina- dz. 
27. Ñ 2-8 de. 28. LE das, 
29. $ Aa de. 30. Y a ai—a de 
31. | Y as —1.dx. 32. ad 
a 34, E ds. 
35. (EE da 36. 3.0 V IF de. 
a 
37. N 20/22—1 de. 38. > 
o oa 
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41. E a he 42. $ de 


Vi—-1 y i—1 
dx arctg x-dx 
E $ arcsen x+ Y 1—22 ] 44. $ ix  * 


e —— d 
AV 46. Í mane 


47. La velocidad v de un cuerpo se determina por la 
ecuación v= 312-4-2t; la distancia recorrida durante el 
tiempo 1 = 2 segundos es igual a 12 m. Hállese la ley del 
movimiento. 

48. Hállese la ley del movimiento rectilíneo, sabiendo 
que en cada instante £ la aceleración a = t* m/seg? y que 
el cuerpo comenzó a moverse a la velocidad inicial v = 2 
metros por segundo. 

49. Hállese la ecuación de la curva si en todos sus pun- 
tos la tangente forma con el eje Ox un ángulo cuya tangente 


x x 
es igual a (e en R) , y la curva pasa por el punto M (0; a). 


Para el $ 118 
3 


50, f sen (nx + a) -dí. 51. ' cos EA dz. 

92. Ñ (sen 24 — cos 3x)- du. 33. | (cosas-+senF) dx. 
34. Y (eos G— sen az) «de. Dd). | (sec? x +- cosec? x) de. 
D6. Ñ sec or—cosec* dx) dz, 57. ftgz d2= In EN 


58. | otg 2 da= In sen +4 C. | 50. od 


ctg.x-cosec x- dx 61.Vtgez- 
dx 
Vetg x-senz x * 


y 
3 $ 

64. Y cos? 5 -sen <-dz. 65. q A 
| $ 


a a” 


sen? x-cos x dí. 


sen? z 
x2.sen (24 + 3) -de. 
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Agr 
sen sonaz A 


.3 

cos x- dx y AS AS sen zx dx 
| 
y 


68, 


70. 


a—b+»c08 x 


á4dx 
Í—cosu” 


E 73. 


(x+sen x)3 
dx 


te? x-dz. 


alt +cosx) ' 
76. | cte?z dz. 77. e00sx.sen x dx. 
A+snz y 
Teosia 


sen 2-c0s 1-de 
Un a—seniz 


Y 2—sen2 z 


V T+Esen x- dz. 85. 


dx 
sen? x-cosiz * 87. 


— Él 


84. 


senx.cosx * 


sen z— Cos Y 
dz. 
cosida 
_Cosx4-2sena 
1 + sen 1 Esenz—2 cos 7 


cos =-+)-sen zx A 
senó z E 89. 


90. Ñ x1.cOS x-dí 


x.senx-p cos — 1)" 


y 
É 
_ Sen 2-00s z-dz ] E 
) nz az 
y 
y 


91. Hállese una función si su derivada es igual a 
senaW4-cosx y toma el valor 1, para x= 1. 

92. En cada instante la velocidad de un cuerpo es p = 
=cc08s 21. Hállese la ley del movimiento sabiendo que al 


. . TU 
transcurrir el tiempo t=y segundos, el cuerpo recorre la 


distancia s, igual a 6m. 

En los ejemplos siguientes, los valores de las letras son 
positivos. Las integrales encerradas en rectángulos pueden 
emplearse como fórmulas. Deben omitirse los ejercicios 
marcados Con asteriscos si no se estudian las fórmulas 


(XD y (XID. 


Calcúlese: 
dx dx 
93. Vuia 94. $ Ad 
dx 
95 ez > 96 Nm > 


380 


mz 98%. $ an 
q: 100. E 
101. $ a 102. $ A 
103*. $ Sra E 104. $ Ék 
105+, Ñ A 106+. Ñ per 
107+. Ñ A+ cd Va 
109. £ a 110 $ A 
111. $ E 1129, € e 
143. $ 


dz 1 b 
115. Me IAS V opc 


. dz Ya+r Vb 
Vans yin Vaz Vb do 


Va—ba2 


116*, 


117. | 


118*. =p! In(+V5+Va-+b2?) +0 
119*. 
dz dx 
160. Vi ] 121. $ acosir+bsenta * 


122%. S 


acos?x—b-sentx * 
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123. 


125. 


127. 


129, 


131. 


133. 


435. 


137. 


138, 


140. 


142. 


144. 


146. 


148. 
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Ñ cosó x dx. 124. 
Ñ (cos? r — sen? x) x 126. 
x sena dz. 
128. 
cos? x.sen 2x dx. 


y 
OS 
y 
| 
| 
y ua 


y 
y 
y 
S 
Sa 
JE 


sen3 z-de 
1+cosx * 


sen? (ax) de, 


Para el $ 119 


130. 


132. 


134. 


sen? x.cos! x-dx. 


cta? x de. 


xlnzdx. 


qa Al L. 
xarctg rd. 


asen? a dx. 


et a” 


x?lnzdzx. 


136. 


Para el $ 121 


139 


141. 


143. 


145. 


147. 


149. 


ca 
y 
) 
y 
) 
ya 


seni x-cosi x dx. 


cosó x ax 
—senzx * 


e* dz. 


arcsen a dx. 


a? sen q dx. 


xdx 
senta * 


a3.ee do, 


3 (In a)? dz. 


150. ' x? arcsen a de. 151. | sen (In x) dx. 
152. ¡ Vaj dz. 153. ( V x2—a? dz. 


Indicación. 
Ñ a3dx =| x2x du 
Y1=x2 V 1-22 


se toma mediante la sustitución 
i-a=t, a=1—t. 
Demostrar las fórmulas de “decreciencia de potencia : 


4 n—1 pl 
154. | sen" 1dr= —— cos z sentir 4 —= Í sen" 2 dx. 
vu 
Indicación. 


| sen” a dx= | sen""1 zx sen z de; 
u=sen""1 x; due =sen x da; 
du= (n—1)sen"”"?xc08s 1 dx; v= —cosí; 
cos? x= 4 — sen? zx, 


1 


n 


455. j cos” x dx = = sen x cos" q-|- | cos”? x du. 


yn 


$ 15. La integral definida 


Calcúlese: 
3 +2 
1. ES de. eE | (2x + 3x1?+ 423) de. 
0 —1 
> d 32d 
Xx r 
3 ES 4. | Ss 
2 


383 


. % a 
8 [a $ E 3 ! 
alis “it a 31 Ba = 
Sa "Ro * Si 5 
3 » 2 E $ 
— + a 
ADA tir A neo Ela 7 E 
“5 eS S Áj S 8 ÉS 
a = a o D 
3 “3 
5 S. 
¿ md 
= E 
AS Sa o . 
8 $ 3 5 A 
3 E a 3 $ 
SN] y ó - = , Ke 
R 3 o ES 8 US 
ke] | 4 a] ÉS ES La | "3 20 3 
US 8 ES 8 2e A] pe 2 > E, a 9 n 
¡e o o y = E 5 SE EN 3 S 
, o YN Y OA 8 8 8 
A TI means Eloroaos Beao wins EOS melo Blutao Eluemoo 


— — = = = = — N 


* Se toma la integral por partes, $ 121. 
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24. La velocidad de un cuerpo en un movimiento recti- 
líneo se expresa por medio de la fórmula v = 24. Hállese 
la distancia recorrida entre los instantes l= 2 y t= 5. 

22. Un cuerpo ha sido arrojado hacia abajo verticalmente, 
con una velocidad inicial de 10 metros por segundo. Sabien- 


do que E = g, hállese la distancia que ha recorrido el 


cuerpo en £ segundos. 
23. Hállese la integral definida de la función 4x*, si 
su función primitiva es igual a cero, para x= 2. 


24. Calcúlese la integral definida de la función Ea ; 


si su función primitiva es igual a cero, para x= 1. 

25. Calcúlese la integral definida de la función tgx, 
si su función primitiva es igual a cero para x = 0. 

26. Calcúlese la integral definida de la función sen 2zx, 


. ., . .u. 5 T 
si su función primitiva es igual a cero para r = z* 


27. Calcúlese el área de una semionda de la sinusoide 
y = sen 2. 

28. Calcúlese el área limitada por la hipérbola equilá- 
tera xy = 1, el eje Ox y las rectas  =1 y x= a (a > 1). 

Calcúlense por integración las áreas limitadas por las 
siguientes líneas: 


29. y=4x, y=0, r=3. 30. y=2c+41, y=0, r=3. 
31. 2y—3x—5=0, 32. r4+2y+-8=0, 
y=0, r=1, x=3. y=0, z= —4. 
33. y=2x—«?, y=0. 34. y=x24—x, y=0. 
30. y=x*, y=2x. 36. y?=4x, yl=a8, 
37. y =4(x+1), 38. y2=2(x-+4), 
y=x+1. y=x-+4. 
39. y=2x—2%, y=-—1. 40. 9 =x, y=—2, r=8. 
41. 41? —9y4+ 18=0 y 42. 51a2—601+-4y+160=0 
2x2 — Y9y + 36=0., x2— 122 + 2y + 32=0. 
43. 124 y?=8 y 44. 124 y?=16 y 
y =2x. y =4(3+ 1). 


45. Trácese la gráfica de la función potencial y = zx”, 
considerando a m como número entero positivo, y de un 
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punto arbitrario A (x, y) de la curva obtenida bájense las 
perpendiculares AB y AC a los ejes de coordenadas. Demués- 
trese que el área limitada por la curva y = x”, el eje Ox 
1 
mt 


y la recta AB constituye la parte del área del rec- 


tángulo OCAB. 
46. Demuéstrese que el área limitada por la curva con- 
tinua x = p (y), el eje Ox y las rectas y = a, y = b es igual 
b 


b 
a Í zdy = Co () - dy. 

47, Verifíquese que el área limitada por el arco AB 
de la hipérbola equilátera xy = k, el eje Ox y las ordenadas 
de los puntos A y B es igual al área limitada por este 
mismo arco AB, el eje Oy y las abscisas de los puntos 


AyB (cada una de ellas es igual a k - ln 2) . 


48. Calcúlese el área del segmento de la parábola 
x? — 12y = 0, que es cortado por la recta que pasa por el 
origen de coordenadas, y por el punto de la parábola, cuya 
abscisa es igual a 6. 

49. Calcúlese el área del segmento de la parábola 
4y — 1? = 0, que corta una cuerda que une los puntos de 
la parábola cuyas abscisas son 2 y 4. 

50. La ecuación de una curva es y = x (3 — x)?. Caleú- 
lese el área limitada por esta curva, el eje Ox y las ordena- 
das de los puntos máximo y mínimo. 

01. Hállese el volumen de un paraboloide de revolución 
engendrado por la revolución alrededor del eje Ox del seg- 
mento de la parábola y? = x de altura z. 

52. Hállese el volumen de un esferoide engendrado por 


2 2 
la revolución de la elipse S+p= 1 alrededor de su eje 


menor (a > b). 

93. Calcúlese el volumen engendrado por la revolución 
de una onda de la sinusoide y = sen z. 

94. Calcúlese de volumen engendrado al girar alrededor 
del eje Ox la superficie limitada por las parábolas y? = 4x 
e y? = 27. 

55. Calcúlese el volumen engendrado al girar alrededor 
del eje Ox la superficie limitada por las parábolas y? = 8x 
ey =«x?. 
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56. A la parábola y? = 12x en el punto cuya abscisa 
es 6 se ha trazado una tangente. Calcúlese el volumen engen- 
drado al girar alrededor del eje Ox la superficie limitada 
por la tangente trazada, el eje Ox y la parábola. 

57. A la parábola y? = 2 (1 — 1) en el punto cuya absci- 
sa es igual a 3 se ha trazado una tangente. Calcúlese el 
volumen engentrado por la revo- 
lución alrededor del eje Ox del 
área limitada por la tangenle tra- 
zada, el eje Ox y la parábola. 

58. Una parte de la elipse 


2 
5 +y? = 1, situada entre las per- 


pendiculares al eje Ox, trazadas 
por los focos, gira alrededor del 
eje Ox. Determínese el volumen del 
la barrica obtenida. 

59. Demúestrese que el volu- 
men del anillo obtenido al girar 
un círculo alrededor del eje Ox, Fig. 177 
que no lo intersecciona (fig. 177), 
es igual al producto del área del círculo de la sección del 
anillo por la longitud de la circunferencia media del anillo. 


Indicación. Designando el radio del círculo por medio de 
la letra r y las coordenadas del centro A con (0, b), obtenemos la 
ecuación del círculo: 


a? (y—by=r, 
De la ecuación 0btenemos dos valores de y: 
y—b=3+ Y ria, 
y=b4 YVriald, y=b-Y ral, 


y1 €s el valor de la ordenada de los puntos de la semicircunferencia 
BCD, e ya, el valor de la ordenada de los puntos de la semicircunferen- 
cia BED. El volumen del anillo se calcula por medio de la fórmu- 
la (XXID. 


60. Hállese el volumen de un cuerpo engendrado por 

2 
la revolución de la rama de la hipérbola 5 = z = 1 alre- 
dedor del eje Ox, desde el vértice x=a hasta la sección 
x= x y alrededor del eje Oy desde la sección y = O hasta 


la sección y = y. 
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61. Calcúlese la presión que soporta una compuerta 
rectangular de esclusa de 20 metros de ancha y 5 metros 
de profundidad de inmersión. 

62. Calcúlese la presión ejercida sobre la superficie de 
un triángulo de 8 metros de base y 6 metros de altura, 
sumergido en el agua de tal manera que su base esté en 
la superficie del agua, y la altura 
se encuentra dirigida hacia abajo ver- 
ticalmente. 

63. Una presa vertical tiene la 
forma de un trapecio, cuya base supe- 
rior es 50 metros, la inferior, 20 me- 
tros, y la altura, 10 metros. ¿Cuál es la 
presión que soporta la presa si su base 
superior está en la superficie del agua? 

Fig. 178 64. Determínese la presión que 

soporta 1 dm* de la pared vertical 

de la borda de una embarcación si el centro del cuadrado 
está debajo. del agua, a 10 metros de profundidad. 


Indicación (fig. 178). El área del rectángulo AB es ds = 
= 1 dm+Ah dm y se encuentra situada desde la superficie libre del 
agua a la profundidad de (100 — h) dm. Aquí h es un número positivo 
si Si está encima del centro O, y es negativo si está debajo del cen- 
tro 


65. El extremo de un tubo redondo sumergido en el 
agua horizontalmente puede ser cerrado con una tapa. 
Determinese la presión que soporta esta tapa si su diámetro 
es igual a 6 dm y su centro está a una profundidad del 
agua de 15 metros. 

66. El movimiento rectilíneo de un cuerpo en cierto 
medio ambiente está sujeto a la ley s = 1?, donde s es la 
longitud del espacio recorrido durante el tiempo £. La re- 
sistencia del medio ambiente es proporcional al cuadrado 
de la velocidad del movimiento. Determínese el trabajo 
que efectúa la resistencia del medio ambiente al desplazarse 
el cuerpo desde s = 0 hasta s = a. 

67. Según la ley de Hoocke, la fuerza necesaria para 
dilatar una varilla metálica desde la longitud /;, hasta la 


longitud ly +x es igual a E, donde k es un número cons- 


tante que depende de las propiedades del metal. Calcúlese 
el trabajo invertido para dilatar la varilla desde la lon- 
gitud ly hasta la longitud ly. 
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68. La contracción de un muelle espiral es proporciona] 
a la fuerza empleada. Calcúlese el trabajo necesario para 
contraer un muelle en 5 centímetros, teniendo en cuenta 
que para contraerlo en un centímentro es necesaria la fuerza 
de 2 kg. 

69. La fuerza necesaria para dilatar un muelle metálico 
es proporcional a su dilatación. Calcúlese el trabajo inver- 
tido al dilatar un muelle en 5 centimetros, si para dilatarlo 
en un centímetro es necesaria la fuerza de 10 kg. 

70. Calcúlese el trabajo necesario para extraer el agua 
de una cisterna cilíndrica cuyo radio tiene r metros y su 
profundidad » metros. 

71. Calcúlese el trabajo necesario para extraer el agua 
que llena una caldera semiesférica de radio r = 0,6 metros. 

72. Según la ley de Newton, la fuerza de gravitación 
es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia. 
Un cuerpo que se encuentra en reposo atrae un punto mate- 
rial que se desplaza por una línea recta desde la distancia 
r, hasta r¿ a partir del centro del cuerpo. 

Calcúlese el trabajo que realiza la fuerza de gravitación. 

Referente al $ 128. Valor medio de una función. 
Calcular los valores medios de las funciones siguientes: 


73. f(x) =x*? en el segmento OÓ<x<3. 
74. f(x) =a++c0s < en el segmento —s1< 
75. f(x) =arctgx en el segmento —1<x 
76. f(x) =Inx en el segmento l<r<e*. 


I< HT. 
<t. 


$ 16. Ecuaciones diferenciales 


Para los $8 136—141. 


Demostrar que para las ccuaciones diferenciales dadas, las 
funciones y de x dadas son sus soluciones: 


1. LL = (a—y) tg; y =4a—5C0s z. 


2. y tgr=y; y=Csenz. 
3. y —2y +y=0; y =€%, ya=xe*. 


* Se integra por partes. 
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Hallar la ecuación de la familia de curvas integrales de la 
ecuación diferencial dada, y construir parte de ellas: 


AO o A 0 A e 


Hallar las integrales generales de las ecuaciones diferencia- 


les dadas, y las integrales particulares que satisfacen la 
condición y=1 si x=1 


7. 22 dy —y?*dx=0. 8. Y —1 =y?. 
=2V y In z. 


Indicación. $ ln x de se integra por partes. 


10. E 
AA 
Resolver las siguientes ecuaciones: 
11. tg xsen? y dx -+ cos? x ctg y dy =0. 
12. (2y?4- 2) de + (1?y + y) dy =0. 
13. y =e*", 14. y —e"41=0 
dio las ecuaciones diferenciales E siguientes: 


= Et Y 
15. = 16. E ay" 
17. aaa 18. ydx=(x-+y) dy 


19. (12— y?) de + 2xy dy =0. 


.£ Ñ so q 
20, Hallar la solución particular de la ecuación == 


Ss . . ., . 
TS 4, que satisface la condición s=In2 si £=1. 
e las Doa ecuaciones diferenciales lineales: 


dy 2y _ 3 
23. Ens 24. Fsent+scost=1. 


25. Hallar la ecuación de una curva que pasa por el 
punto (1; 1), si el coeficiente angular de la tangente en cada 
punto es negativo e igual en valor absoluto al cuadrado de 
la ordenada. 
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26. Hallar la ecuación de una curva que pasa por el 
punto (1; 1), si su tangente en cada punto divide a la abscisa 
de dicho punto en una relación 2: 1, contando a partir del 
origen de coordenadas. 


Indicación. SL 18 PS. ($ 5, fórmula VI). 

27. Hallar la ecuación de una familia de curvas, si el 
coeficiente angular de la normal en cada punto de la curva 
con x > 0 es negativo e igual en valor absoluto a la mitad 
del cociente entre la abscisa y la ordenada del punto de 
tangencia. 

28. Hallar la ecuación de una familia de curvas, si la 
tangente en cada punto determina en el eje de las abscisas 
un segmento igual al doble de la ordenada del punto de 
tangencia. 

Hallar la curva que pasa por el punto (4; 1). 

29. Hallar la ecuación de una curva, si la superficie 
delimitada por los ejes coordenadas, dicha curva y la orde- 
nada de un punto de ésta con x > 0, es igual a 1/3 de la 
superficie del rectángulo construido sobre las coordenadas 
de dicho punto. 

30, Hallar la ecuación de una curva, si la superficie 
delimitada por los ejes coordenadas, dicha curva y la 
ordenada x > 0, es igual al cociente entre el cubo de la 
ordenada y la abscisa zx. 

31. En una columna vertical de aire la presión en cada 
nivel se determina por la presión de las capas superiores. 
Hallar la dependencia entre la presión y la altura del nivel, 
sabiendo que en cualquier nivel la densidad del gas es pro- 
porcional a su presión (ley de Boyle-Mariotte), si en el 
nivel del mar la presión es igual a 4 kg por cm?, y a un 
nivel de 500 m sobre el nivel del mar es 0,92 kg por cxm?. 


Indicación. La densidad del aire a un nivel » es la derivada 
de la presión p respecto a h. La ecuación diferencial es ep = —kp. 


El coeficiente de proporcionalidad k y la constante arbitraria C se 
determinan de las condiciones: 1) p,_,= 1, 2) Ph=500 = 0,92. 


32. En un recipiente hay 100 1 de salmuera, que contie- 
ven 10 kg de sal diluida. En el recipiente entra agua con 
una velocidad de 3 1 por minuto, y se mezcla en él inme- 
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diatamente; al mismo tiempo del recipiente sale mezcla 
con velocidad de 2 1 por minuto. ¿Cuánta agua conten- 
drá el recipiente luego del 4 hora? 


Para los $$ 142. 143. 


Resolver las siguientes 
segundo orden: 


ecuaciones diferenciales de 


dy _ ds al 
33. qa =P +4 34. de “ge: 

dy _ d%y dy me 
37. y” +2y' + 5y =0. 


Hallar las soluciones particulares que satisfacen las con- 
diciones dadas: 

38. 3y"+2y—y=0. y=2, y=6 si z=0 

39. y” +2y'=0; y=1l, y= si x=0. 

40. y +4y=0; y=2, y=2 si 1=2+ 


4 
41. Hallar la curva integral de la ecuación y”+y = 0, 
tangente en el origen de coordenadas (0; 0) a 
ta y=_. 
42, El movimiento de un punto material está dado por 
25 


la ecuación diferencial Eos = 0, Hallar la expre- 


An para t=0, 


sión de s en función de t, si di 


$ 17. Derivación de funciones de varias variables 


Calcúlense las derivadas parciales, las diferenciales par- 
ciales y la diferencial total de las siguientes funciones: 


2.u=%, 


l. u=x-y?-23, . 


ZE djs HE, 


3. u=(2+0)(y+0). e 


d. u=(4y?”. 
7. u=1In(2?+ y?). 
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6. u=V 27 y +2. 
8. u=1ln (224) xy + y?). 


9. u=ln a A 10. u=sen(x-+- y). 
11. u=senZ , 12. u=sen 3 EY. 
T Z 
13. u=InsenÍ . 14. u=IncosZ . 
y Y 
Y 2 
15. u=e*", 16. u=e*+e*, 
17. u=y?”. 18. u=xseny, 
19. u=arctg (xy). 20. u=arcsen—7 . 
— Y ES 
21. do 22. U= ty sen (1-) y). 
23. u=- (xy). 24. u=2*%, 


25. Un cateto de un triángulo rectángulo aumenta de 
6 cm a 6,2 cm, y el otro disminuye de 8 cm a 7,7 cm. 
¿Que variación (aproximada) experimenta la hipotenusa en 
este caso? 

26. El volumen de un cono truncado se expresa por la 


fórmula v= Gan (R24 7124 Rr), en la que h es la altura, 


y R y r son los radios de las bases del cono. Suponiendo 
R=30dm, r =20dm y h=40 dm, hállese aproximada- 
mente la variación del volumen del cono al aumentar R 
en 0,3 dm, r en 0,4 dm y h en 0.2 dm. Determínese cuál 
es el porcentaje de esta variación respecto al volumen inicial. 

27. La aceleración g se determina por medio de la fór- 
mula s=>gt. Determínese el error relativo al calcular g, 


si al medir s y t se han cometido pequeños errores. 
28. El área de un triángulo se determina por medio de 


la fórmula s = Sab - sen C. Determínese el error relativo al 


calcular s si al medir a, b y C se han cometido pequeños 
errores. 


Hállese la derivada du de las siguientes funciones im- 


plícitas: 
29. 114 2%y? 4 y*=0. 30. 22 4-y?=a (1? — y?). 
31. senx =C0S y. 32. Sen x= x-sen y. 
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33. y=14x:e%. 34. x+arctg y —y=0. 


DE . Ea dy d2y 
35. T=y—0-Seny. Hállese y 


36. Hállese la ecuación de la tangente a la circunfe- 
rencia 1?-4-y? = a? en el punto (x,, yy). 

37. Hállese la ecuación de la tangente a la hipérbola 
2 2 
3% =1 en el punto (x,, yr). 

38. Hállese la ecuación de la tangente a la parábola 
y? =2px en el punto (x,, yi). 


39. En el punto de intersección de la elipse =+£ =1 


. r 2 . . 
y la hipérbola e=z, situado en el primer cuaarante, se 


han trazado las tangentes a la elipse y a la hipérbola. 
Demuéstrese que esas tangentes son perpendiculares entre sí. 

40. Hállense las ecuaciones de las tangentes al círculo 
y? = 2ax — qx? en los puntos cuya abscisa es a. 


$ 18. Desarrollo de funciones en series de potencias 


Desarróllense en potencias de x: 


1. f(x)=a*, (a >0). 2. f(1)=c0sw. 
3. f(2)=1n(1— 2). 4. f (1) =sen (a + 1). 
o. f (1) =sen? x. 6. f(x) =c08? z. 


7. Desarróllese e* en potencias de la diferencia x — 2. 

8. Desarróllese lInx en potencias de x — 1. 

9. Desarróllese f(x) = x* — 24? 4+5x— 7 en poten- 
cias de x— dl. 

10. Desarróllese f(x) = (a4-x)” en potencias de a. 

Aplicando los desarrollos conocidos, hállense los desa- 
rrollos de las funciones: 


1 
13. Calcúlese y 1,2. 


14. Desarrollando tg x en potencias de (= = z) , calcú- 
lese tg 46". 
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$ 19. Respuestas e indicaciones 


51 

2. a) (5; 2 b) (—5; —2). 3. a) (—a; —b), b) (a; b). 4. a) 

5 unidades de longitud, b) 3 unidades de longitud. 6. Indicación. 
4C? > AB?-+- BC?2. 7. Son posibles dos puntos: (— 7; 4) y (9; 4). 8. (0; 5) 
y (0; —3) 9. (0; —3,4). 10. (4; 0). 11. (8; 0) o (—1; 3 V3). 
. . 1 to. 1 to. 

12. (4 —3). 13. (1; —0). 14, (3; —A 3) (25; -3)- (7: 
4). 15, (o; 15) y (2; +)- 16. (5,4; 2,8), (7,8; 3,6) (10,2; 4,4) 
y (12,6; 5,2). 17. a) (—2; 0), b) (0; 3), e) (—2; —5), d) (3; —1). 
18. (14; —5). 19. (—12; 11). 20. $ VIT. 21. (—2; 1). Indicación. 
El centro de gravedad de un triángulo es el punto que divide la 
mediana según la razón 2: 1, considerado desde el vértice. 22. (25 e 


53) . Indicación. La bisectriz divide al lado opuesto en partes pro-- 


porcionales a los lados contiguos. 23. (3; 7), (—4; 0) y (1; —4). 
24. (2; —3). Indicación. Las diagonales de un paralelogramo se divi- 
den en el punto de intersección por la mitad; el vértice buscado se 
determina como el extremo de un segmento del que se conoce el ori- 


gen y su punto medio. 25. (1; —3) y (—4; 0). 26. PS a 


Pi+P2+HP3 ? 
A . Indicación. Es necesario en primer lugar de- 
1124 
terminar las coordenadas del punto de aplicación de la resultante de 
las dos fuerzas Py y P2, y después determinar las coordenadas del 
unto de aplicación de la resultante de P,+-P2+P3. Es sabido que 
La resultante de dos fuerzas Py y Pa es igual a su suma P,4- Pa y 
está aplicada en el punto M, situado en el segmento M/M», al cual 
lo divide en dos partes en razón inversamente proporcional a las 
fuerzas. 27. La fórmula no da valores determinados para las coorde- 
nadas del punto de aplicación de la resultante, puesto que Py-+ P2+ 
+P3=6+(—18) +12=0, es decir, la resultante es nula, y una 
resultante igual a cero puede ser aplicada en cualquier punto del 
plano. 28. a) 45”, b) 135%, e) 09. 31. En ambos casos son iguales por 
su magnitud absoluta y de signo contrario, 


$ 2 
1. a) 61 +8y+7=0; b) 22—5y=0. 2. a) y=2, b) 225. 
3. a) (3; 7), b) (5; 13). 4. La primera recta pasa: por los puntos A, 
C y E, la segunda pasa por los puntos A, B y D. El punto A es el 
punto de intersección de las rectas dadas. Las rectas no pasan por e) 


origen de los ejes. 5. a) y=—]045; b) =+ 244. 
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Indicación. Se halla * por medio de la fórmula (VI) $5. 6. a) y= 
=1+3, b)y=3—x, 0) y—3. 7. a) y=375 b) y= —(2 Y3+ 


+5), 0) y=—5. 8. a) y=+vu, b) 1) y=-—3, 2=2; 2) y=-—1, 
1=—5; 3) y =0, 1=—3; 4) y=4, r=C. 9. y=0,324-2,7. 10. y= 


+A 11. Una recta cuyo coeficiente angular es igual al valor de 
la velocidad v, y la ordenada inicial es igual al valor sy. 12. 18 metros 
por minuto. 13. y=3 +02. Indicación. El peso de la viga P 


se distribuye uniformemente en los dos apoyos; el peso de la per- 
sona pse distribuye en los apoyos en razón inversamente proporcio- 


nal a las distancias hasta estos apoyos. 14. a) k= pde p=157%23'; 


12” 
br, q=36%52"; c) => , p=26%31' d) k= La, p=143%08". 
15. a) k=1, b=2; b) k=—2, b=1; 0) k=2, b=—<: d) k= 
1 1 1 3 
o da — $; e) k= 5 b=0; f) k=0, b=—-3 16.2) 4 y—6, 
2 TE JB To Y NS 
b) 3 y 2. 19. a) F3+3='5 hb) q7 3=1; c) Its 


2 
S E 3 b) (—1; +1); c) las rectas son 


y +1 2. 2) (5533) 


3 2 
paralelas. 21. 3x—4y += 12=0 3x-+4y $12=0. 22. r—y=0 y 
+y4a=0. 23. 24 y—5=0. 24. 51+3y—30=0, 25. a) r—y— 


—4=0, b) z4y—5=0, 26.  Y3+Fy=+2—6 Y3=0. 27. (6; 0), 
y= Gets. 28. a) 243y—5=0; hb) 22—y+5=0; c) 2=2; 
d) y=—23. 29. a) Están situadas, b) no están situadas. 30. a) 11, 
b) 3. 31. a) 45%, b) 60%; c) 78%1", d) O, e) 90%. 32. a) —2; b) Y/3- 
c) 0. 33. a) 26%34'; 18%26' y 135% b) 45%, 90% y 45%. 34. a) las dos 
primeras son paralelas entre sí y perpendiculares a la tercera; b) la 
primera y tercera son paralelas entre sí y perpendiculares a la segunda. 
39. a) y=—2z2; b) y=3x—415; c) y=—6; d) z=3. 36. a) + y-=0; 
b) z—2y=0; Cc) y=0; d) 1=0. 37. y=2x. 38. y= —2x. 39. x-)- 
4 2y—10=0 y 224 4y +5=0, 40. 9I2—y—16=0 y 4 9y—20=0. 
4. 1=3e y=5: 42. 22+y—7=0; 2—2y—6=0. 43. 3x+4y— 
—18=0. 44. 72 4-35y —55=0. 45. a) 4x—y-—6=0; b) 24-4y +7=0; 
e) 3x—5y—13=0 y 52 -/3y+1=0. 46. AB en razón 4:1, CD en 
razór 2:3. 47. 41—3y—17=0. 48. (2; —3). 49. a) 2; b) 3. 50. a) 0; 
b) 5,2. 51. (10, 21). 52. 0,5. 53. 32—4y-+5=0 y 3x—4y—15=0. 
Indicación. El problema tiene dos soluciones, puesto que la recta 
situada a dos unidades de escala de la recta dada puede trazarse por 
una y por la otra parte de la recta dada. Por eso, si la primera 
distancia entre la recta dada y la buscada es igual a+ 2, la otra 


debe considerarse igual a—2. 54.2% 2% 4% 55, 2—7y—2=0, 
T—L La — Y4 
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56. M (1; 0). Indicación. La línea quebrada AMB tiene la longitud 
mínima si el rayo del punto A pasa por el punto M hasta el punto B 
de tal modo que el ángulo de incidencia del rayo AM al eje Ox es 


igual al ángulo de reflexión del mismo. 57. 45". 58, Ctro És. 
A PUBUACE A2%o + Bayo + Ca 
3Y 1 1 : .. 
AAA = 0. Indicación. Convendremos en que 7 e y so 
Arto+ Biyo+Cs ka Sea 


las coordenadas del punto de intersección, es decir, los valores que 
satisfacen a cada una de las ecuaciones dadas. Ambas ecuaciones 
representan una misma recta si sus coeficientes son proporcionales 
($ 13, 2%), o sea, si Agr4Boy+ Ca=0 y 4 (4174 By +C1)=0. De 
aquí que la ecuación de cualquier recta que pase por el punto de 
intersección de las rectas dadas puede escribirse así: 494 Boy + Ca — 
—14 (441 +B1y4-C1)=0. A se determina por la condición de que la 
recta pasa por el punto My (to, yo). 59. z+y—11=0 y 3x—y— 
—16=0. 60. a) 32+y—7=0, 3+y—17=0, r—3y41=0 y 2— 
—3y+11=0; b) 72—y—26=0, 24 7y—18=0; 7r—y+24=0, 
el id 61. (4; —6) o (2,4; —6,8). 62. El centro del círculo 
O (4; 5). 


$3 


1. a) 224 y2—6x + 10y +18=0; hb) 224 y?) 4r—2y=0; 0) 124 
+y246x—32=0. 2. 124 y24-3x—4y=0. 3. 31224 3y2—4161—7=0. 
4. 124 y2—10y=0. 5. 224 y2—4x—6y4+-4=0. 6. 124 y2—2x + 2y + 
+1=0; 224 y2— 101 + 10y4+-25=0. 7. (141)24-y2=46 y (1—3)2-+- 
+(y—42416. 8. (1—1)24 (y4-6)2=25 y (1—8)24 (y —1)2=25. 
9. A] 12 y2—8x-4 6y =0; b) no es posible, los puntos están situados 
en Una misma recta. 10. (1—4)2-+4 (y +3)2=25, 11. a) (0; 3). r=3; 


b) (4; 0), r=5; 0) (5; —2), r=4 d) (1312). VA : 


2 , 
e) (17 : a ) , peo vio. f) una circunferencia de radio nulo con 


4 
el punto real (6; —1), g) una circunterencia imaginaria. 12. 224 y2-)- 
+64+5=0. 13. 224 y24-3x—4y—0. 14. 224 y2=49. 15. a) La cir- 
cunferencia es tangente al eje de las abscisas en el punto (3; 0) y 
corta el eje de coordenadas en los puntos: (0; 9) y (0; 1); b) la cir- 
cunferencia es tangente al eje de las abscisas en el punto (5; 0) y no 
se corta con el eje de las ordenadas. 16. a) Se corta en los puntos 
(5; 0) y (—3; —4); b) son tangentes en el punto (—3; —4); ec) la 
recta está situada fuera del círculo. 17. a==30, b=48. 
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E UA Pat a r 
La ro Diesti0 dintia=! 2 y+ 
ql y2 4x2 y? 
2= ——-+-— = —— th — 2 2= 
+1. 3 mt. ed G=1. 5. 167% 25y2=4000. 
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| Lo E 4 8. 9024 25y2=295. 9. Ya + 25y2= 
a a 10 
=225. 10. 8224-9y2=462. 11. a) a2-4 4y2=100; b) 2224 3y2= 180, 
12. a) 2a=26, 2b=10, F (12; 0), F¡(—12; 0), e=15 b) 2a=2 Y/10, 


26=2 Y8, F(2,0), F¡(—2; 0), c= y 10 ; 0) 2a=8, 2b=8 Y/2, 


5 
F (0%), FLO; —4), e=V2, E (£. ] 
(0; 4), Fi ( ), e 30 02=3, 2M=, Flq530), 
8 1 is 
P—3:0)» e=0,8; e) 2a=3, M=53, r (0; ¿V7), P, (0; 


, 


E ] e EV1. 13. La elipse 124+4y2=36. 14. a va 
6 16 2 


p) yan ¡9 LymA. 15. 2=y1=8. 46. e=:0,08. 17. 20= 


15. 37 15. 3V7 
ES 6 Pis Meal ASIN A ar 40 ica- 
5,1100 fm, 48, (5: 22) y [55 A ) . 19. Indica 
ción. Los lados del ángulo recto deben ser tomados por los ejes de 
coordenadas; los segmentos AM y MB deben tomarse iguales a a y 


T uicó . 
b, y entonces q =00s p y -=sen q. Para eliminar q es necesario 


elevar estas igualdades al cuadrado y sumarlas. 20. a) AB=5, AM=3, 

MB=2; b) AB=5; AM=4; MB=1; c) AB=10; AM=MB=5, 

21. Indicación. En el triángulo C,0C», la hipotenusa C¿C¿=r2—T4, 

o catetos OC¿=a—ri y OCa=r2a—b. Aplicando el teorema de 
itágoras se obtiene la dependencia buscada en la forma: 


(a—r1)24 (13 — b)?= (12 —r1)?. 


Abriendo los paréntesis y sumando a los dos miembros de la 
igualdad —2ab, se puede presentar esta dependencia así: 


b—ry (ra = EZ. 


22. Indicación. Las coordenadas del punto M: 
x=(a—b).cos p, y =(a7-b)-sen q. 
Aplicando el procedimiento indicado en el problema 19 se obtiene la 
ecuación: 
x2 y? 


ES 


es decir, la curva es una elipse. Tal aparato de dos listones sujetos 
por un tornillo se emplea para dibujar grandes elipses (por ejemplo, 
al dibujar bóvedas). 
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85 
q2 y . x2 y , 4x2 y? 
Lara aa 0 3 
al y a y2 q2 y? 3 
' mn m=1. 4. TS 1. 5. ia! 6. 912 —16y2= 144, 
7. 922—8y2="72. 8. a) F (+10; 0), e=>5, I=>30 b)F(24;0, 


e=0,4 Y 10, y==x V/0,6; c) F(+27:0) A =, y=t zz. 


9. a) 22—4y2=3; b) 91?2— 16y2=20, 10. 1200. 11. ——; Y/7, 12, e= 


3 


1 PD 
mel 13. 2) 232 1) 34 y 4. 14, 2=95, y==2y10 


] / 1 1 
(2 puntos). 15. 1=+au 255 Yo=>+ yt (4 puntos). 


Indicación. Puesto que los radios vectores que unen el punto (xp, yo) 
con los focos son perpendiculares entre sí, la suma de los cuadrados 
de sus longitudes es igual al cuadrado de la distancia focal: 


(ea? + (0294 2)2= 42, 


De esta ecuación se determina la abscisa xp, y sustituyendo sus 
valores en la ecuación de la hipérbola, se halla yg. 16. 12—y2=12. 
17. a) zy=6, b) zy=4. 18. a) 22—y?2=6; hb) 22=y2--10, 19. 912— 


2ab 
—16y2=144. 20. 912—7y2=63, 21. a) a ===; D) 4, 
y y ) 2 Varñ ) 2, 
= e 7 : La resolución es posible si b>>a. 22, 4x + 3y —20=0. 
— a 
23. a) (5: —5-+5) , (7: 3) ; b) en el punto infinitamente ale- 


jado, la recta sirve de asíntota, c) no secortan. 24. (2; + 2) y (—2; 


3. 6V6 3. 686 
22. 25 (555 +=) y (2551 +2). 
s6 

1. a) y2=16x; b) 12= —12y. 2. a) y2 = —4x; b) 12=8y. 3. a) y2= 
=4x; b) y2=—8x. 4. a) 2122=9y; b) 312=—4y. 5. Ipl=25. 
2 2 
6. p=2.7. 142 mm. 8. a) + =43 1) GH Li, 9. Indica- 
ción. Tomando la ecuación de la parábola (véase al problema 8b), 
2 
se tiene: Artt. De aquí que y=f (1-45) . La anchura 


de cada parte de la luz ó ==. + Las abscisas y las ordenadas se cuen- 
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tan desde el punto medio (origen O), además 24 ==. El pun- 

tal (la viga vertical) tiene para esta abscisa la longitud y= 
2 

ai (1-37). donde k=1, 2,...,n—1. La longitud de la viga 


diagonal dy, inclinada hacia el centro de la armazón, se determina 
por la fórmula de la distancia entre dos puntos con las coordenadas: 


(E ,0) $ (' E E) donde  yr-14=f MEA, 


dh = Vel NN AA na 


La daa de la viga diagonal d; inclinada hacia los extre- 
mos de la armazón se halla análogamente: 


ay? UE) 


Observamos que d; =dzy,, es dedir, dos vigas diagonales que se 
unen en un punto de la parábola son iguales. Esta propiedad hace 
que la armazón parabólica sea mejor técnicamente que las armazones 


de otras formas. 
Respuesta: 6=2,5m, yy=4,69 m, y2=3,75m, y3=2,19m, d¡= 
=5,60m, da=d¡=5,31m, dz=d,¿=4,51 m y d¿=d¿=3,32m. 10. In- 


2 
dicación. La ecuación de la parábola superior: y =(f+*f') (1 —4 7) : 


2 
la ecuación de la parábola inferior; y'=f' (14 7) . Para xp= 


Ik : ) k 
7 la longitud del puntal 2, =y+—y;j =/ (1-37) z 
Las longitudes de las diagonales: 
di= A 


pe 


=YV Tr (E ar + 


Respuesta: 9=2,5m; y¿=4,68 m, y2=3,75m, yg=2,18m, y¡= 
=2,81 m, y¿=2,25 m, y¿=1,31m; A z3=1,50m, 23=0,87m,; 
d/=3,32m, d¿=3,48m, dz¿=3,49m, d¿=3,32m; di=3,02 m, di= 
=2,67 m, 4250 ma dí, (la cuerda) =2,82m. 11. a) y 
=8 (y—3); hb) (1— By o) (y +32=142 (21); 

—8 (1-2). 12. a) —8x—12y 4+-28=0; b) 22—6r48y+17=0; 
Cc) y2481—2y—7= o; d) y244r44= 0. 13. a) y2—10x +25 = 0; 
b) e 0; c) y2461—4y+7=0. 14. a) 241 — 
—4y=0; b) y "4 4x—by +10. 15. a) 0' (2; 1); p=5, el eje es 
110X; b) 0' (0; —7), p=3, el eje es |] Ox; c) O” (2; 0), p=4, el eje 


2 — 
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coincide con la dirección negativa del eje Ox; d) O' (3; 5), p=-—2, 


el eje os [|Oy; e) 0 (4; —1), p==, el ejees|| Oy; 1) 0 (—3; —9). 
p==, el ejo os [/0y; Dos p=-, el eje es [Oy 
h) Or (5: E po 5 el eje es Oy. 16. a) 0'(—3;0), r=4: 


b) 0" (5; —4), r=5. 7. a) 0'(1; —2), a=5, b=3; b) 0' (— 
—4),a=V8, b=V/5. 18. a) (16; +8), D) (8; +8). 19. r=2. 
$7 
2. 3. 3. 2634”, 4. ro 60x— 60y +-225=0 y 6422 + 64y2+4- 
A 0. 6. + y? V?; y=+20 V2. 7. 2512+ 


2 2 2 
A 8. 55 y FL Mas (73 +75) 
Ms (- +53)" > 430. 
$8 
2. Indicación. cos == sen (5-=) . Suponiendo F—*=1, se 


; e s xa 
tiene: si r —> > entonces y > 0, 3. Indicación. |cos—1 |.== 


a) < 2: E ha, 7. 2.8.1.9. 5 . 10.0. 
4 2 3 
11.3. 127-133. 14, qe. 15, —4. 16. —1 117 18. 0. 


1 3 
19. 0, 20, oo. 21. —1. 22. 77. 28. 367 da . 24, 0, 


$9. 
1. —3. 2. 2242 y 2248214. 3. AE 6. 2 —3, 
=0, f(-2)= Ay) = En EL 
7. $(1)=0, F(-2)=0. 8. f(2)-1 (4) =/ (244). 9. f (1-+-y)= HOBION 


11. a) —2<17<+2, b) —1<x<3, 0) icbcis $ —2 E 
<1<42 13. 32242 +32-A22-1 A23=4,261 m3. 14. AE] 
2Ax 


17. a) 0; b) 1; c) —1 y +1; d) —3. Indicación. x= —7 transforma 


el quebrado en 7» es necesario simplificar por «+7, e) si DO, 
19. Es continua. 20. Indicación: tg x— a 
COS x 
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5 10. 


2. 12. 3. b—20t; =L. 4. 1,0425 kcal. 5. 2.107 erg. 6. He. 


7. a) 0; b) 6; c) —4; d) 4 y 2.8. a) 322; b) 12; c) no puede. 9. a) y= 


=—h 1424 b) y=—x-+42; c) y= —42—4; d) no puede. 10. 0 y 
1 


Ea 11. arctg 3=71%34". 12. 90% y arctg 7—36%52". 13. (2; 4). 
g 11 
1. 6(2—4). 2. 22(1012414). 3. a3ayl. 4. 2 z—t 
5 
5. 22 (20124). 6. 3a?-2ba—e. 7. 12 (4212428). 8 tz de 
3 2 
o E O a E a 


b a" “" a+b a—=b ab 
—b.2d-14 3abx0b-1, 12, 2ax2a-1.— 201824. 192. 43. kat=1—2na 471, 
5 3 1 3 


as 3 
-L. 46: =— 
A 2 


14. 2141022 4322. 45 —60342 


E 31152 al 4a 
2 
E 0 4.2. —2(4+352). 22. —de (107832 4-4). 
E Vi 4x Y x 
23. 40134 3322+502—1. 2. —2(1—24325). 25. 2acx+ad-+bc. 
26 3aca2+42bcex+ad. 27 2(9324+1—1). 28 21(321—2822+4-49). 


29 5 (1 — 2) 2 __ 6x2 2 ad —bc 
: AFA AF AFA (0x+ ap 
33 2ax (k+1) 4 4 a 2 2 35 2 5 36 1 
*“(U—az2)? a 127392 23 ME 3 + 
12x 27 b2 a2 acnan-1 
+a=ar: 37. ==" 38. (a— 22 ae . 39. "(Foca . 
dz 1—2t dz  1—312 ON AS 
4 i4+a 3 
 —= —_ 44. F'(a)= —. 45 s (0) =52; se (2)= 
2a+(1+a) Ya (a) 2a Ya (0) 25 (2) 


=1 > 46. p'(2)=—35 50" (0)=1. 47. 302 (322 4-8), 48. — 8422 (5— 


—443)0, 49, 3(2024b)-(ar24 bx 0). 50. 81 (2m124n) (mat + 
+24 pa, 51. k(2m42M%-1 (ma-t4 nx0-1), 52 p(amit4 


2cx+b 
n—i MA bem. 58, ——— 4 ———=— + 
+bnx ) (ax + xx ) Va z2 3 V (a FbxH cx2)2 


. 58. 2 (4 Y34+15 Y 2) x 


E, A 


VIF2 O V3x+5 
E == 42 40; 
Xx (22 V3+5 Yz23), 59. == pñ E 60. EA - 
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az an zx (312—2) 


A = . 63. _=— 
ajayara y MEM Va VA 


RON 65 — 66 

3Y (24 1) VEA, 4Vazla+ Vaz) a) 

Dbx2 | 4x + ab 68 zx (4512416 6 2 (4—x—a2) 
2V1+bx : MEN EA A 
60x2 


70. AN . 71. (1202 + 161)-(32 4-5)2 (52 +4). 72. x (367 + 41) x 


x (322) (2204+3)2 73. (eat (24091 [(m+n) 24 mb +na] 
(a a)" 1 [(n—m) e mb 4 na] 75 1 


74. E A 
(b—x)n+ (12) Y 121 
e o lA it 
CY AY AY 
x (4423) 2 (3— 22) nan-1(24 Vx) 
79. A 80. E 81. OA AITANA - 
id 3Y (17235 2(14+ V2) 
5 
82. =—————==x >=. 83.1. 84.1. 85. —. 86. 1. 87. ncosnz. 
0 Vies 3 Ú 
88, na”i.cosa”. 89, n-seniix.cos zx. 90. —mazx"-1 sen (ax)”. 
91. —amcos"”i ax. sen az. 92. A 93. bn PACO bx. 
sen? ax 
dy dy 1 , 
2 A —Á 2 e. == qee A Ze = — - 
94. 4cos? zx. 95. G 8 p- 96 92 tg . 97 E 2asen 20 
do _ k sen 2 de dy 
98. 67 /c03 26 99. cra =r(1—cos t). 100. rias sen £. 
101, $ =6 (cos 32—sen 22). 102. Ema. (0-cos (¿+ a). 103. S- 
a 4 ds 2 1 dy 
==5 "Sen=p + 104. rie Br 105. E — 2-sen 4z. 106. sen zx. 
3a 1 1 


107. — 3 sen” —-cos —.108, —sen z-cos(cos x). 109. —cos x sen(senz). 


110, —3cosectx, 111. secóz. 112, ui. 113. Y 1+sen2r+ 


za Mbs. EE e Ya cos [—22) E 


sen? zx 4 

116. senx-cos2x+sen3x. 117. 2sen2x-cosix. 118. f' (5) - 

=—4V/3. 119. f' (7) =4V3. 120. f' ($) =>. 121. f ()=3 l 

122. a (te0+ 5 An 123. a-tgar-secar 124. axsec” x-tg az. 

125. a) 1n 2=0,69315, ln 7=1,94591, 1n 13 =2,56495; b) tg 3= Tes 
1 

lg5= end lg 11=1, o 126. Ez 127. A 
x lx 
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-1n2 
a A o a E e 
z 2x-Ilna 22 "2 Vinz 
1 1 2a n 
136. A 137. Sd 138. “a2—al » 139. (117) . 
2 (1 + 108, 7) 3-1og% 22 21 1 
140. 222 =B22 444, ==, “A  ——— 
y x-Inz dE x-Ina AA 3 (1422) ed ((—x) Y z 


i+z an an-1n"=1x ED 
144, z(+Inx) . 145. . s 140.-—= .147. 2cotg2z. 148. es . 
152. . 153. 


149. 2cotg x. 150. cotg2x. 151. h A 
cos x.cos?Inzx 
154, 2 (24) -5-2%, ]p 5=(2—4)-5-2%, 1025, 455. (921) 223%] p 8. 
2x.__ 
156. 33. 157. maripar. nn. 158, — 


4 cos ln x 1 


eX 
E mo 
159. e? “(+-+)- NE A A E A 
2 1 dp dp Q 
E ba .qlgnz, 
162. L2 463, a*.Ina. 164. 550%. s9n20.In 5. 165, 24020 
2Vzx cosÉ na 
E e* e* ar 
166. 167. a -e*.Ina=a . 168, e” -a*.Ina. 
4008 
169. e2% (21 —5) —4e* (142). 170. 12.e* (cos x—sen 1) 4 22-e*.cos x. 
1—1Inz xInx 4 
171, 3 172. Inz. 173. e (1402). 174. (AFA 
475 A 176. —x.cotg2x. 177. z-Intgzx <a +08 x 
"o (arar r2* á qe : 22 dz " 
xr 
178. f (<) =4Y2. 479. f (7)... 180. 2ae0%.sen az. 
, T , pon 1 U Dual 4 2 
181. 7 +)=4 182. f'(e)=>35. 183. f' (0) =>. 184 ¿7 > 
1 
185. f'(0)=1. 186. 14x—41. 187. ===. 188 —_——_—— . 
20 E Vitz? 2Y1(1+a) 
14 y2=1 1 1 1 
189. 42. 490 —=Ñ—= 101. 257: 192. — —>=z + 
xyx2—1 Y a?— a2 1241 xYx2=4 
¿are sen x 5 196 1 197 1 
193. Yi=a 194. — A. 19 . —1. 9 . z((+1n27)" 9 . 1(1+1n?x)' 
1 cotg x a z 
198. A 199. TF In? sen z * 0. aya" 201. arcsen AA . 
— XL CRE 2a3 
202. xarc tg z. 203. Wwe . 204, 2 Y 122, 205. ATA 
i 
206. x* (1—In E ; 207. (sen 1)* (x-cotg x +-1n sen 2). 
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208. (senz)J"*.cosr-(1+Insen zx). 209. 2:4M*"%.Inzx. 210. 0. 


214. pere sent (aro sen +3) AL e .2x.(1+ Ino). 


Yi=x2 
213.» (25 “(141 2) 


g 12 


1. —00< 1<2 decrece, +2< 1< +00 crece. 2. —o00< <1l 
decrece, 41<x< +00 crece. 3. —o<1<0y +1<tr<+00 
crece, 0< x< 1 decrece. 4 —o<r<0 y +2< 23< + 00 crece, 
0< 1< +2 decrece. 9. —oo<r<—i1y0< 1< 1 decrece, —1<x1< 
<0 y +1<r<+o crece. 6, —o<r<—VY2 y 0<tr< y2 


decrece, —Y2<x<0 y +V2<zx< +00 erece. 7. > es mínimo. 


3 EE 3 Ei EA se 
8. y s máximo. 9. 530 máximo. 10. —3 es máximo, 3 es mí- 


nimo. 11. O es mínimo, a es máximo. 12. No hay extremo. 13. No 


hol: 4 Di pda 
hay extremo. 14. —2 es máximo, 3 es mínimo. 15. —41 es máximo, 


z es mínimo. 16. 0 y 2 son mínimos, 1 es máximo. 17. —3 y 2 son 
mínimos, 1 es máximo. 18. —1 es mínimo, 1 no hay extremo. 


19. 5 es mínimo, —1 no hay extremo. 20. re 1 son mínimos, 


1 a e 

3 es máximo, —1 no hay extremo. 21. —2,5 es máximo, 2,5 es 
mínimo. 22. —41 es máximo, 5 es mínimo. 23. —1 es mínimo, 1 es 
máximo. 24. —1 es máximo, 3 es mínimo. 25. —5 es máximo, 1 es 
mínimo. 26. No hay extremo. 27. 3 es mínimo. 28. 2 es mínimo. 29. 
—á4 es máximo. 30. 0 es máximo. 31. 0 es mínimo, 2 es maximo, 


32. e es mínimo. 33. Cuando =Z, el máximo="//2. 34. Cuando 


== , el mínimo =2; cuando = — , el máximo = —2. 35, No 
hay extremo. 36. Cuando => el máximo == Y 3. 37. Cuando 
=h, ol mínimo=Y2.. 38. 5 y 5. 39. 9 y 1.40. 1. 4.5. 42. Es 


un cuadrado. 43. Es un cuadrado de lado R Y/2. 44. Es un equilá- 
tero de lado RY/3. 45. Es isósceles. 46. La altura del rectángulo 


tiene que ser igual al radio del semicírculo 47, R=5a. 48. 2R=H. 


H=RVY?2. 50. a Y2, bY/2. 51. La anchura es 


igual a a de la altura. 52. A 3 km del poblado. 53. Transcurridas 
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4 horas. 54. 7 do a. 56. Concavidad hacia arriba, z=0 es mí- 
nimo. 57. Concavidad hacia abajo para << 0 y hacia arriba si 2 >0, 
x=0 es el punto de inflexión. 58. z=0 es máximo, z=1 es mínimo, 


1 ; Ez y ] Ei 
1=-7 es punto de inflexión; es cóncava hacia abajo si <>, y ha- 


cia arriba si => 59. Véase el ejercicio 11, 2 es punto de 


inflexión; es convexa hacia arriba si 1< ES y hacia abajo si x > ES ; 
60. Véase el ejercicio 30; cóncava hacia arriba en los intervalos 
E y Verdi, es cóncava hacia abajo en los 
intervalos LS <z E 


hacia arriba si z>0, y hacia abajo si z<<0, x=0 es punto de dis- 
continuidad. 62. Véase el ejercicio 25; es cóncava hacia abajo si 


. 61. Véase el ejercicio 21; es cóncava 


1< —2, y hacia arriba si z22>—2; z= —2 es punto de discontinui- 
dad. 63. z=0 es punto de discontinuidad, x=1 es punto de mínimo, 
z=-—VY2 es punto de infliexión, cóncava hacia arriba en los inter- 


valos —o<x<—Y2 y 0<2<-+0 y hacia abajo en el inter- 
valo —P2<zx<0. 64. El campo de definición —co< 1<4, cuan- 
do 1=3 hay máximo, concavidad hacia abajo. 65. vy=10; v,=35; 


vy=6, ay=—8; 0a4=-—2; as=4; id cuando t=< > 


3 
== — == 2 =p, ER an e a 
66. DO ak, oo ak?, 68. » cos? (wi ? dl cos? (nt 
$ 13 ; 
1 
2. Ay=0,100601; dy=0,1. 3. Ay=— 2001 > MY ==—300 : 


1L.c 
4. (3az?4+2br +0) de. 5. (.-.77) dz. 6. (+) 0. 


E e Oe 1 a 
3Y (1T132 


—.cosec? (-+=) dx. 11. tglxdz. 12. a 13. (14 1n 2) az. 


4 2x 
xdx dx 


14. —z + 1. —_——— . 16. 2e*.cosx dz. 17. 0,5 m?, 2%.» 
1422 Vi=22—2 ; 
18. 0,017 m2, aproximadamente el 1,4%. 19. 5 e 
g 14 
1 3 y — 2 
Ll. 2240. 2 22 PY 14C. 3, 2/74C. 4 —FGf+C. 
4 4 Vi 
1 


3 b) z 1 1 
O pl — hz? Ra po 
x q th +40C. 6. 5 (24: 4334 C. 7. qat4 O. 


8. GA Vi42V 740. 9. 2a+3lnz4C. 10. F 224 de + 


+41 1+C. 11. ¿0914 ad, 12. == Pa , 
5 (2x 
13. Va (F-1)+0. 14. = 1 +0 
1 1 a 
AAA A A — 2 
10 pre pots 18 q M4 040, 
19. 21n(14+ Y/2)+C. 20. Indicación: sacar /x fuera de paréntesis. 
Respuesta: 21n(Y—1)+C. 24. + (Inar+0. 22. 2YInr+C. 


15. 


23. e id donde C= ia 2. a 

+40. 25 —3_p+C. 26. 6-a2%4.C. 27, A es 6980 Ls 
q3 

O 29. ar (a+) 40, 


30. E (a?) YVa2_24C, 31. (291) Y 23=14-C. 32. In (124 
+ar+b)40. 33. 2 VITETEC. E ds 


x x 
35. aln(—e 940.360.214) V1FF4C. 37. Ve 15 + 
1 a , dx 1 
E —1p3 icación: A == AN 
+5 V2—1)34-C. 38. Indicación: Va $ (rr 1) az. 
Respuesta: x—In (1 +e*)-+C. 39. Indicación. Racionalizar el deno- 


minador del quebrado. Respuesta: LIVETN+ YB] 40. 


40. SIVEFD PIP VB 4. 44. 7 (8144 V/246)4C. 
42. ¿e V 12445 de EN 43, ln arcsen z-+C, 
“4. 48, < ln ln e 6 

1 + 22 
zo _£ 
UT. s=18412, 48. dede 49. (qe e 


1 5 21—3 1 

50. — 7 “os (nz 4-0) Co 51. y Sen — +C€. 52. — y “os 21— 
1 1 z sE Y 

—-3 sen 3x4 C. 53. 7 Sen az—a-c08 0. 54.  a-sen EN 


+ 005 ar +C. 55. tgr—cotgx4C. 56, + (Ug Se +c0tg 52) -+-C. 


59. seczx+-C. 60. —cosecx+-C. 61. ¿VIP xt, 62. —2 daa 


e 
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E ut E 
63. 3 sena C. 64. 3 00s% +C. 65. a 


. +C. 67. —< cos (223 4-3)+C. 68. OO E 


* 2a.cos2ax 3 
69. > tez+C. 70. Sn (1 2 sen 1) 4-C. 71. In (a—0 cosx)+C. 
1 E Li 2 
72. MMCETTOM C. 73. —4 cotg -7+ C. 74. a > PC. 75. In- 


dicación. tg2x=sec2x—41. Respuesta: —1+-tg 24-C. 76. —x—cotg x-/-C. 
senx 


77, —e008% 4 0. 78,2 ina FC. 79. tgx--seca+C o cotg (7-3)+ 


4 2 
—C. 80. A E 81. 5 Vas z40. 
— Y [+c0s2x4+C. 83. cotg (G-5)+c. 84. 2 /2-sen (+<)+ 
+C. 85. Intgr4C. 86. —2-cotg2x4+C. 87. H(l—tga +0. 
88. —+ (1 +cotg 2)? 4-0. 89. ln (1+sen z—2c0s 1) 4C. 
90. ¡, (2sen24-cos2— 1) -m3.0, 91. sen z—cosz. 92, a 
1 2x 1 3x 
93. q eretg EC. 94. 3 Yrotg= +0 95. 5 =arotg // 240. 
EN 1 24 3x 
rt == 
96. Vi arctg va AC, 97, 1 In 73% HC 
á ln IDE VS 99. arcsen FC. 100. arosen 7 +0. 
2/35 "13 
101. 8 arcsen V tara 102. a arcsen AA 
v7 =D) 5 PAE 
03. In (14 Y 22 +59)+4C. 104. In (14 Y 122 4)+C. 
105, + In(224 V/422=3)4-C. 108, 77 Inle VI+VIF723) +0. 
3 
107. 2 areson224-C. 108, nerd 109. arctge*W4-C, 
1 sen z a—cos z 
a x pan x—_——_——— 
110. arcsen ex 4-C, 1411. = arctg +C. 112. 21m OS 


113.  aresenz4-YVi—x24C. 114. ce 


= arotg ( YE tg) +C, 

Vab 

129, —1 ¡po Ve Vb ero oa, 
VE" Va tgz 


124. —cos 243 cost —L cost 240. 125. —< costa 400820. 


120.  arcsen (1n 2) 4-C. 121. 


sen $ sento 0. 
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126. - sens 2h sez+ (€. 127 —£ cos 24-C. 128. senxW4 
+5 senxriC, o (1+sen x)2+ C, donde CAN 129. —cosx-—- 
=> sen? 24-C, 0 (1—cos 2)? 4Cr, donde Pa 130. 7e+ 


1 4 4 1 
+2 sen 2a1+C. 131, y *— 7 Sen 2ax4+C. 132. Hal sen 21 + 


1 1 1 1 S 
+35 sen 414-C. 133. 16* —g7 Sen 42-+7g sen 224 C, 134. qe+ 
+2 son2e + sen ár +0 135. —- cotg?2—In son 240, 
136. Hiatgr+r+o. 
$ 15 
1 2 5 2 
11465. 2.27. 3... 415.5. 373( ES 6. 2. 7. 27. 
- a— 1 1 T T 
8. 1n Y5. 9. e—1. O Z LG Bog 4 15 
4 da a 1, 1423 
16. 15" 17. 16,5. 18. y el +10. 19. 1—46. 20. 3H a+ 
cos 2x 


21. —Incos x. 22. — . 23.1. 24. In a. El logaritmo natural de 


los números a>1 es el valor del área comprendida entre la hipér- 
bola xy=1 y el eje Ox entre los límites desde x=1 ee T=A y se 


llama también logaritmo ERA 25. 18. 26. 12 z . 27. 11. 28.4. 


29. 5.20 5- 32. 32. 5ve 33. 25. 4.5. 35. 4,5. 36. 32, 


37. 8. 38. 8. 39. m4. 40. 1 +4 V3. 44. 3. 45. 3 6.4 
47. 5 ry2x, es decir, el volumen de un paraboloide de revolución es 
igual a la mitad del volumen de un cilindro que tenga la misma 


base, un círculo de radio y y la misma altura z. 48. ma, 49. n2 


unidades cúbicas. 50. 4x1. 51. 9,61. 52. 721. 53. Ln. 54. .n 


55. 1r2.25b. 56. e as 3a2z +2a3); 30 "(y3+302y). 57. 250 Tm. 


58. a Tm. 59. 1.500 Tm. 60. 100 kg. 61. 1.3501 kg=4.241 kg. 
k(1—19Y 
2e9 


26-523 409 


62. 3 E al donde k es el coeficiente de resistencia. 63. 


64. 0,25 Kgm. 65. 1,25 Kgm. 66, 5001r2k? Kgm. 67, Aproximada- 
mente 101,7 kgm. 68. y (+2) , donde p es el coeficiente de 
1 


proporcionalidad. Indicación. La fuerza se toma con el signo menos, 
puesto que está dirigida al centro del cuerpo. 
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4. y=Cxr, 0 artbx=0, 5. 224-y2=C, 6. ry=C, 7. Cry+ 
+y—x2x=0; y—z=0. 8. arctgy=1n|x|+C; arctg y = 


=In pr 14. 9. Vy=:x1nx+C; Vy= =x ln 2—a--2. 
10. arcsen y—arctgx=C;  arcsen y—arciga=3 . 141. tgx-— 


—cotg2y=C. 12. (12+1) (y2+1)=C. 13. y =In (e* +40). 14.1=C— 


*x 


—In]1—e1]. 15. 2=Ce Y, 46. 22—21y—y2=C, 17. y2421y=C 


x 


T 
18. y =Ce?, 19. a ó 20. s=1In (2£). 21. y =e8X 4 Ce2x, 
1 mx+C t4C 
== Su = =" =l, 
22. y =Cz e 2. y + 2. s E 25. zy=1, 


26. y=x3, 27. y=Cx2, 28. z=(C—21n]y|)y; ==(4—21n]| y ))-y. 

29. y=Cx2. 30. Aca 31. p=e"0+000167h_ 32, gy= 
2 

07 =3,9 ne. 33. y=5(2+a)3 +C12 +Co. 34. Cys?-L al 4 


P(Cpi + Ca)?. 35. y=Cje* 4 Coen”. 36. A 37. y = 


* (Cy cos 2x4 Ca sen 21). 38. y=3ex—e"3 9. y=1. 
40. y =2sen2x—cos2x. 41. y:=senz=. 42. s=A sen (wt. 
$ 17 
1. du=y?z3 dx + 2x1ya3 dy +3xy22% dz. 2. du= ¿Y ] 
2—y2 —duy- 
3. du= (y-1-b) dr+4 (2+a) dy. 4. 1 E ; 
E dr + y dy 42 dz 
5. du =2n q2 2971 zdx dy . 6. du= TY Y 47 d2 2 
(22 4 y2y"=1 (2 de +y dy) AFA 
__ 2(u1dr+ydy) (22 + y) dx 4 (2y +2) dy y 
7. du= 24 y . 8 du= Tay 9. du= 
2 (1 dy—y du zdy—yd 
EE. 0. du=00s (14 y) (dz + dy). 11. du= AL 
xcos2. 12, dl Aa A O 
x Z Zz 
di—:xd x ydx—zd y 
y y cota M4. du. tg. 45, du=e*Y (x dy + y dx). 


1 2 E do Id, E 
16. du=-=5 (e e*dy + e*dz)— E (ye 4 2e%). 17. du=y*1x 


x(ylnydx+xdy). 18. du=2%2nY (sen y dx+/cos y ln x dy) , 


y dx+xu dy y di—u y dx—z dy 
ETT E 20. du= IVR=A' 
zdx 1 (124 22) dy — xy dz 
A A . 22. du=(x dy+ y dx) sen (14 y) + 
+2y cos (a+ y) (de+ dy). 28. du=yz (ay)-1dx4 23 (1y)2"ldy + 
+ (cy)? ln (xy) dz. 24. du=2%Y ln z (y de +2 dy) + xyz*U-1 dz, 
25. Disminuye aproximadamente en 0,12 cm. 26. ie , Alrededor del 
3,3%. 27. EE E 22,2 A. O dy 


E CCE dz 
_ 1 (2324 y2) Y a—1 E, e 
ya 2y2)' =—. . 3l. Ha, Indicación. cos= 


os e dy cos z—Ssen y dy ey 
NN —3en2 7 = — cos? y. 32. a > 
Y I=sen? x= Y 1—cos? y. 32 ay 3. 7=3 : 
a a 2 dy 2(y?7+1) 
VU=y— . . H— a a AX 
Indicación. reV=y—1 34 > 7 y 
yy1 


Yi 
aL. 


19. du= 21. du == 


2 ; 
35 dy Q-sen y 


dx2 (1 —a-cos y)3 * 
38. yy =p(2+x1). 40. y =+4. 


xx 
36. 22, +yy¡=a?. 37. 


Els x2ln%a  x3ln3a 


LAA EZ AA ta e (<< +00). 


pe xs 
pe EE o AA 
2 3 4 
3. E RR (=1<1<+41) 
q2 q3 
4. sen (a472)=5en a 4 7 008 a —y 7 Sen 4— 37573 C0S04+... 
ra Ai í 1.2 1.2-3 
232 23.54 25.76 
ii y O TEE DO e O 
2.12 93.74 25.76 
6. o (—0< 1< +00). 
2 
7, =e24e2 (DH 8. Inr=(2—1)= 
Lo E (AI. USISD. 9 —3+4(-1)+ 
m (m— 1) 


+ (2—1)24 (1—1)3. 10. (a+23=aM4 mar Di OS 
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x ama y m (m Y e 2) 


A ar! E A 


T 4 
13. 1,037. 44. tgr=1-+2 Ci) (+ Z)+ EUR e 3 Xx 


nan y3 > E 
Xx G—-<) +... Suponiendo 2-0 45%=1%==0, 017453, 


—a2 xi 
ama. 1. e * A+ 


180 
hallamos tg 46%= 1,0355. 


F. BREVE INFORMACION HISTORICA 


4”. Los elementos de las Matemáticas Superiores que 
se estudian en las escuelas de peritaje comprenden los 
apartados que aparecieron como teorías científicas en los 
siglos XVII y XVIII. En 1637, Descartes publicó su geo- 
metría, que fue apreciada por Engels como un viraje en 
el desarrollo de las matemáticas. 

“El punto de viraje en las matemáticas — dijo— fue la 
magnitud variable de Descartes. Gracias a ello, a las mate- 
máticas se incorporaron el movimiento y la dialéctica, y 
y gracias a esto se hicieron necesarios inmediatamente el cálcu- 
lo diferencial y el cálculo integral, que surgieron al instante, 
y que fueron culminados absoluta y totalmente, y no 
descubiertos por Newton y Leibnitz” *. 

Sin embargo, esta “culminación” no debe entenderse en el 
sentido de que hubiera sido dicha la última palabra en el 
cálculo diferencial e integral, sino como la terminación 
de las investigaciones de los precursores de Newton y 
y Leibnitz (Fermat, Descartes, Barrow y otros, que aplicaron 
ya el método de las magnitudes infinitamente pequeñas). 
Leibnitz (1646—41716) fundó de modo genial el canon del 
nuevo cálculo, completando las tesis fundamentales de éste 
por medio de un sistema de reglas y fórmulas. Mediante 
sus descubrimientos en el campo de la Mecánica, Newton 
(1642—1727) confirmó el método del cálculo diferencial 
e integral, trazándole una enorme perspectiva para su 
aplicación cientifíco-práctica. 

2. En los siglos sucesivos continuó el desarrollo del 
análisis matemático, enriqueciéndose con nuevas genera- 
lizaciones. Les corresponde un gran mérito en esto a los 
matemáticos de Rusia y la Unión Soviética. Nos circuns- 
cribiremos solamente a unos cuantos, cuyos méritos son 
inconmensurables en el desarrollo de la ciencia mundial. 


* Federico Engels, Dialéctica de la Naturaleza, Gospolitizdat 
1952, pág. 206. 
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Desempeñó un papel de primer orden en el desarrollo del 
análisis, así como de otras partes de las matemáticas, el 
académico de Petersburgo Leonardo Euler (1707—41783). 
“Lean, lean a Euler, que es el maestro de todos nosotros”, 
dijo Laplace (1749—1827), célebre matemático, mecánico 
y astrónomo francés. Los trabajos científicos de Euler 
abarcan todos los dominios de las matemáticas y están 
consagrados a su sistematización y desarrollo. Estos tra- 
bajos son notables por su armonía y concisión, por su ori- 
ginalidad y amplitud de criterio. Se deben a Euler pro- 
cedimientos y métodos de resolución de ecuaciones diferen- 
ciales — el principal medio matemático de investigación 
de los procesos de la naturaleza — que todavía siguen 
figurando en los manuales de análisis matemático. Los 
trabajos de Euler se extienden asimismo a la Mecánica, 
la Hidrodinámica, la Optica y la Astronomía. 

Corresponde un destacado lugar en la ciencia a las 
investigaciones del matemático de Petersburgo Mijaíl Ostro- 
gradski (1801—1861), que hizo grandes descubrimientos 
en el cálculo integral. Su método de integración de cierto 
tipo de quebrados racionales y su fórmula de transfor- 
mación de las integrales curvilíneas múltiples aparecen en 
todos los manuales de análisis. 

El célebre geómetra ruso Nikolái Lobachevski (1792— 
1856) dedicó diversos trabajos al análisis matemático, en 
los que expuso originales criterios referentes a diversas 
cuestiones, aventajando con ello a los hombres de ciencia 
del Occidente. 

Lobachevski fundó una nueva geometría, la geometría 
no euclidiana. Las ideas de Lobachevski influyeron con- 
siderablemente en todos los principios previos y formas 
de la estructura de las matemáticas, pasando a ser princi- 
pios rectores en las diversas ramas de las ciencias exactas— 
la Mecánica, la Física y la Astronomía —, ocupando un 
lugar primordial (decisivo en algunas cuestiones) en la 
Filosofía. Está muy lejos de haber sido completada hasta 
el fin la geometría fundada por Lobachevski. Sus variadas 
aplicaciones se encuentran en una fase de desarrollo y de 
intensas investigaciones. 

El genial matemático de Petersburgo académico 'Pat- 
nuti Chébishev (1821—4894) fundó una excelente escuela 
de las ciencias exactas. “Entre los numerosos problemas 
hay uno de excepcional importancia—dijo Chébishev— 
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Cómo se debe disponer de los medios propios para conse- 
guir el mayor provecho posible”. Precisamente por eso, 
“la mayor parte de las cuestiones prácticas se convierte 
en problemas de las magnitudes máximas y mínimas, que son 
completamente nuevos para la ciencia, y sólo resolviéndo- 
los podemos dar satisfacción a las exigencias de la práctica, 
que en todas partes busca lo mejor, lo más ventajoso”. 

La solución de los problemas prácticos (construcción de 
mecanismos) hizo que Chébishev creara una parte nueva de 
las matemáticas, la teoría de la aproximación óptima de las 
funciones. El desarrollo de la teoría de la aproximación de 
las funciones de Chébishev ha conducido en la actualidad 
a la teoría constructiva de las funciones, que tiene gran 
aplicación. Las obras de Chébishev son muy variadas. 
Además de resolver cuestiones prácticas, halló también la 
solución de cuestiones teóricas excepcionalmente compli- 
cadas. Por ejemplo, sus descubrimientos geniales en la 
teoría de los números (la ley de la distribución de los nú- 
meros primos); en el cálculo de probabilidades (la ley de 
los grandes números); en el cálculo integral halló una 
fórmula para el cálculo aproximado de las integrales defi- 
nidas y demostró la imposibilidad de expresar ciertas 
integrales por medio de funciones elementales, 

Son continuadores de Chébishev en el campo del cálculo 
de probabilidades y de la teoría de la aproximación de las 
funciones el gran matemático soviético S.  Bernshtéin 
(n. 1880) y varios de sus alumnos. 

En el siglo XX, debido a la actividad científica del 
académico Nikolái Luzin (1883—1950), se formó la escue- 
la matemática de Moscú, que llegó a su apogeo en la 
época soviética. Por la amplitud e importancia de las 
cuestiones científicas que estudia y por sus resultados, 
esa escuela ocupa el primer lugar del mundo. En el campo 
del análisis se destacan los matemáticos P. Alexándrov, 
A. Kolmogórov, D. Menshov, 1. Priváloy y A. Tíjonovy. 

Durante la época soviética se han desarrollado incon- 
mensurablemente las matemáticas. No sólo las ciudades 
más importantes (Moscú y Leningrado), sino también 
otras como Kíev, Tbilisi, Járkov, Odesa, Sarátov, Ereván, 
etc. se han convertido en centros científicos en los que 
muchos jóvenes han llegado a ser hombres de ciencia 
y enriquecen las matemáticas con nuevas investigaciones 
y descubrimientos. 
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GUELFAND 1., GLAGOLEVA E., KIRILOV A, 


Método de coordenadas 


Es un libro de Israil Guelfand, doctor en cien- 
cias fisico-matemáticas y profesor de la Universi- 
dad de Moscú, de Alejandro Kirilov, candidato 
a doctor en ciencias físico-matemáticas y de Elena 
Glagoleva, colaboradora científica. Es el primero 
de la serie de matemáticas: «Biblioteca de la 
escuela físico-matemática». 

En esta obra se describe el método de las coor- 
denadas, es decir, el procedimiento para determi- 
nar la posición de un punto o cuerpo con ayuda 
de cifras o de otros símbolos. 

De un modo ingenioso y comprensible, a la vez 
que rigurosamente científico, se trata de las coor- 
denadas de un punto sobre una recta, sobre un 
plano, en el espacio; del espacio cuadridimensio- 
nal, del cubo cuadridimensional y de otras cuestio- 
nes de interés relacionadas con la matemática 
moderna. 

En cada una de las partes del libro se dan tareas 
y preguntas a resolver por el lector, Es un libro 
de matemáticas para los escolares del tercer año 
be las escuelas especiales de matemáticas y no 
exige conocimientos especiales que no estén in- 
cluidos en el programa escolar. 

Todo el que se interese en las matemáticas, 
leerá este libro con satisfacción. 

Formato 13,5 x 20,5 cm. En rustica con sobre- 
cubierta. 48 págs. 


